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1 FEinleitung 1

1. Einleitung

In dieser Arbeit geht es um die Fragestellung, inwiefern sich die Korrelationsfunktionen
der AS,)l—Spinkette im kritischen Parameterbereich |¢| = 1 mittels ,Bosonisierung® be-
schreiben lassen. Im Gegensatz zum Parameterbereich —1 < ¢ < 0, bei dem das Modell
massiv ist,! existiert bisher keine eindeutige Beschreibung des physikalischen Zustands-
raumes durch einen bosonischen Fockraum.? Im Parameterbereich —1 < ¢ < 0 lésst
sich dies mit der Ecken-Transfermatrix-Methode (ETM) begriinden, sodass sich die
Korrelationsfunktionen durch Spuren iiber Produkte von sogenannten Vertex-Operatoren
ausdriicken lassen. Diese entsprechen den Intertwinern der Hochstgewichtsdarstellungen der
Quantengruppe U, (5/[;) und bilden eine Darstellung der Faddeev-Zamolodchikov-Algebra,
sodass die daraus konstruierten Korrelationsfunktionen einem System von Gleichungen,
den quantum-Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichungen (qKZ), gentigen (vgl. [1] S. 1181 f.).
Aufgrund von Divergenzen ist die Ecken-Transfermatrix im masselosen Fall |¢| = 1 nicht
wohldefiniert, sodass die ETM nicht direkt anwendbar ist.

Trotzdem lasst sich die Giiltigkeit der qKZ-Gleichungen fiir die masselose XXZ-Spinkette
(n = 2) mit einem Grenzfall des massiven XYZ-Modells, fiir welches die ETM anwendbar
ist, begrinden (vgl. [2]). Fur beliebiges n wird die Giiltigkeit der qKZ-Gleichungen durch
einen Grenzfall des Belavin Z,, Modells begrindet (vgl. [1] S. 1182). Insbesondere konnten
Darstellungen der Faddeev-Zamolodchikov-Algebra in Form von Vertex-Operatoren auf
einem bosonischen Fockraum konstruiert werden (siehe [1],[3]). Die Entsprechung der auf
diese Weise konstruierten Losungen der qKZ-Gleichungen mit den Korrelationsfunktionen
der AS}I-Spinkette ist unklar und muss z.B. durch den Vergleich mit bekannten Resultaten
tiberpriift werden. Im Fall n = 2 wurde dies im Paper [3] von M. Jimbo, H. Konno und T.
Miwa durch den Vergleich mit einer direkten Konstruktion gezeigt (vgl. [2]). Fir die im
Paper [1] von T. Kojima und S. Yamasita konstruierte Bosonisierung ist dies nicht klar.
Da im Paper [4] eine Bosonisierung der Typ II Vertex-Operatoren der A,(ll,)l—Spinkette durch
einen Grenzwert des elliptischen A'” -Face-Modells [5] konstruiert wurde, soll untersucht
werden, in wie fern T. Kojima und S. Yamasitas Bosonisierung durch einen analogen
Grenzwert konstruiert werden kann.

Als zweites sollen die Methoden zur Berechnung von Spuren tiber Produkte von Vertex-
Operatoren erarbeitet werden, sodass die im Paper [1] von T. Kojima und S. Yamasita
konstruierten Integraldarstellungen tiberprift werden konnen.

Das dritte Ziel besteht in dem Vergleich der Integraldarstellungen mit bekannten Resulta-
ten fiir die Korrelationsfunktionen der Asll_)l—Spinkette. Insbesondere sollen im Fall n = 2

die Konstruktionen und Ergebnisse der Paper [1] und [3] verglichen werden.

ID.h. der niedrigste Eigenwert Ay des Hamiltonoperators # ist durch eine Liicke vom Rest des Spektrums
o(H)\ {Ao} getrennt.
2s0g. ,,Bosonisierung*
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2. Die A,fllll-Spinkette

Sei V = @Z;é@ek ein n-dimensionaler Vektorraum mit Standardbasis eg, e, ..., €,_1.
Fir k € Z sei Vi eine Kopie von V. Der Hamilton-Operator H der eindimensionalen

Afll_)l—Spinkette ist als Operator auf dem Zustandsraum @<z Vi durch

H=>"{q nz_:l Ee ()b () | g1 nz_:l Bo (Db () nz_:l Ea (D b () (2.1)

keZ | ab=0 a,b=0 a,b=0

a>b a<b a#b
gegeben, wobei £% € End(V) die Darstellungsmatrix mit den Eintrdgen (E%);; =
(04,i06,)i,; habe. E%® ¢ End(®pez Vi) ist dann der Operator, der auf V, wie E9
wirkt und auferhalb als Identitat. Streng genommen ist der Raum @cz Vi zu grof,
da es Zustande ,unendlicher Energie* gibt, sodass der Operator H nicht wohldefiniert
ist. Deshalb ist es sinnvoll, sich auf die lineare Hille W = ({v € Qpez Vi | Hv =
v fiir ein A € R}) aller Eigenvektoren endlicher Energie zu beschranken, dem ,phy-
sikalischen Zustandsraum® Die Korrelationsfunktionen sind dann definiert als die Grund-
zustandserwartungswerte (O) lokaler Operatoren O 3. Wegen der Translationsinvarianz
des Hamilton-Operators reicht es aus, die Grundzustandserwartungswerte der Operatoren
EE(N)Q,(N) = E61€'1 (1)E626,2 @ .. EEN%V (N) "N € N, zu berechnen, sodass sich der allgemeine
Fall durch Translation und Linearkombination ergibt (vgl. [1] S. 1182). Ferner sei V),
k € Z, eine Kopie des Dualraums V* := @}_;Ce;}. von V, d.h. e} (e;) = ;;. Dann bezeichne
GM (B, .., BN|BN+1s - -5 Bon) € (®py Vi) ®(®n—; Vivix) die inhomogene N-Punkt-
Korrelationsfunktion der A;l_)l—Spinkette. Diese ist definiert als thermodynamischer Limes
der reduzierten Dichtematrix des der Agl,)l—Spinkette entsprechenden Vertex-Modells?,
wobei den offenen Linien die Inhomogenitaten 5, — i, ..., By — 7, Byi1, - - ., Son entgegen

dem Uhrzeigersinn zugeordnet werden.

Ban BN+1

B1—mi BN—Ti

) 9] ) )

Reduzierte Dichtematrix G®V) des su(n)-Vertex-Modells

30peratoren, die nur an endlich vielen Stellen der Kette nichttrivial wirken.
4Manchmal auch su(n)-Vertex-Modell mit periodischen Randbedinungen genannt.
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Der Zusammenhang zwischen G) und (E E(N)L,(NQ kann am Beispiel der Heisenberg
XXZ-Spinkette (n = 2) verstanden werden. Im massiven Fall —1 < ¢ < 0 existieren
zwei verschiedene Grundzustinde und G®) ist definiert als (normierte) Summe zwei-
er Funktionen F{) (i = 0,1), aus denen sich der Grundzustandserwartungswert zum
Grundzustand ¢ durch Gleichsetzen aller Inhomogenitéiten ergibt. Obwohl die Ecken-
Transfermatrix-Methode im masselosen Fall nicht direkt anwendbar ist, kann man diesen
als einen Grenzfall der XYZ-Spinkette betrachten, fiir welche die Ecken-Transfermatrix-
Methode anwendbar ist (vgl. [3]). Da die Entartung des Grundzustandes im Gegensatz
zum massiven Fall aufgehoben ist, ergeben sich die Grundzustandserwartungswerte direkt
aus G™) durch Gleichsetzen aller Inhomogenititen. Der Grundzustandserwartungswert

von E g(N)i,( ) ist also gegeben durch

(BN ) = G (B 4w, B+ milB, . HEN, ). (22)

Hierbei wurde £, (1)E€26,2 @ . E™Y, (V) mit dem dualen Basisvektor zu €}, ®...® ¢} ®
e, ®... Qe € (R, Vi) Q(®4, Vivyr) identifiziert (vgl. [2] S. 2). Im Allgemeinen kann
die A,(Il_)l—Spinkette als Grenzfall des Belavin Z,, Modells gesehen werden, sodass GY) die

quantum-Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichungen

GM By, ..., Bj— Ny, BxlBNs1s - - -5 Bon)

= R{VI(8 = Bja = M) RV (B — B — M)

LRV (B = Pan) - RY N1 (B — B+1)

RN (85— ) RYY (B — Bi)

G (B, By BByt - Ban) (2.3)

GM (B, ..., BnIBN+1, - B + Ny .., Ban)

= RN (Bja — B+ Mi) . Ry (Ban — 55 + i)

“RY;V(Br—Bj) - Ry (By — B;)

Ry By = B) - R (B — B5)

G (B, BN BNty - By e Ban) (2.4)

mit der Normalisierung

G(N)(ﬁ +i(m—A), Bo,y ., BN|BN+1, - Boan—1, O, N N+1,...2N
n—1

= Z e ® G (By, ..., BN| BN, - - - s Ban—1)2,. .N.N+1,..2N—1 @ €k (2.5)

k=0
erfiillt. Hierbei ist R} () € End <(®f€\7:1 Vi) (R, VN+;€)> der Operator, welcher als
R-Matrix RVV(B) € End (V®YV) des su(n)-Vertex-Modells in der (i,5)-ten Tensor-

komponente wirkt und als Identitdt in allen anderen Komponenten. Die Operatoren
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RV'V(B) € End (V*®V*)) und RV'V(3) € End (V*®YV)) sind in Kapitel 4 durch die
Vertauschungsrelationen der Vertex-Operatoren gegeben (Definition 4.2 und 4.3).

2.1. R-Matrix des su(n)-Vertex-Modells

In diesem Abschnitt wird die R-Matrix des su(n)-Vertex-Modells eingefithrt und mit dem
Hamilton-Operator der Agl,)l-Spinkette in Verbindung gebracht. Es wird vorausgesetzt,
dass der Leser bereits mit Vertex-Modellen vertraut ist, andernfalls ist in Abschnitt 3.1

eine kurze Einfithrung am Beispiel des 6-Vertex-Modells gegeben.

Definition 2.1 (R-Matrix).
Sei V := ®}_yCey wie oben. Dann ist die R-Matriz RV (B) € End(V V) des su(n)-
Vertex-Modells definiert durch

i _Sﬂwﬂ%fﬂﬁﬂb(26+J“P”2W)

RYV(B) = r(BR r(B) = . 2.6
mit der Multi-Sinusfunktion Sy(B|wi,ws) (siehe Anhang A).
Die nichttrivialen Komponenten des Operators R() € End(V ® V),
R(B ej, ®ej, = Z R fllj]?ekl ® €k, (2.7)
k1 k=0
sind durch
R(ﬁ)% =1 (2.8)
. sinh (2%
R(B)p = ——— (i ) (j # k) (2.9)
sinh (76(6 + T))
e 2¢% sinh (%) _
: n 27 (‘7 < k)
o sinh (i(ﬁ + T))
R(B)y,; = . , (2.10)
e2¢7 sinh (%) .
: n 27 (] = k)7
sinh (E(ﬁ + 7))
gegeben.

Sei V;, eine Kopie von V, dann erfiillt die R-Matrix RV die

1. Yang-Baxter-Gleichung

Ry (Bi—B2) Ry (B1—Bs) Rys (82— Bs) = Ryy (B2—Ps) Ry (B1—P2) RYy (B1—f2),
(2.11)

wobei hier die R-Matrix R} € End (V;®Vj) als Element von End (Vi ® V> ® V3)

aufgefasst wird, welches die Komponente # ¢, j unverédndert lasst.
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2. Unitaritatsbedingung
RYy (81 — B2) Ry’ (B2 — B1) = id. (2.12)

Definition 2.2 (Transfermatrix).
Die Transfermatriz T(8) € End (®{€V:1 Vk) ist definiert durch

T(8) = tro(Roy (B) ... Ry n(8B)), (2.13)
wobei try(-) die Spur beziglich Vi ist.

Aus der Unitaritit, der Invarianz der Spur unter zyklischer Vertauschung und durch
N-faches Anwenden der Yang-Baxter-Gleichung folgt die Kommutativitdt der durch g

parametrisierten Familie von Transfermatrizen

[T'(8),T(8)] = 0. (2.14)

Da die Komponenten meromorphe Funktionen in § sind, kann 7'(g) lokal in eine kon-
vergente Potenzreihe entwickelt werden. Es lasst sich zeigen, dass der erste Koeffizient
im thermodynamischen Limes N — oo proportional zum Hamilton-Operator H der
AS,)I—Spinkette ist.

(ddﬁ log(T)> (0) o< H + const. (2.15)

Auf diese Weise ist T'(3) erzeugende Funktion einer abzdhlbar unendlichen Familie von
Bewegungsintegralen. (Siehe [1] S. 1184 f.)
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3. Die Ecken-Transfermatrix-Methode

Die Ecken-Transfermatrix-Methode ist eine Methode zur Berechnung der Korrelations-
funktionen massiver integrabler Gittermodelle und wurde urspriinglich 1977 von R. Baxter
eingefiihrt (vgl. [6] und [7]). In diesem Abschnitt soll ein Uberblick tiber die Funktions-
weise dieser Methode anhand des 6-Vertex-Modells bzw. seines Spin-Ketten Aquivalents,
der Spin 1/2 Heisenberg XXZ-Kette®, gegeben werden. Eine ausfiihrliche Erklarung ist
in dem Buch [8] zu finden, wobei dort die Pfeile im Vergleich zu der Notation in die-
sem Kapitel in die entgegengesetzte Richtung zeigen. Dies hat zur Folge, dass sich die

Multiplikationsreihenfolge umdreht.

3.1. Das 6-Vertex-Modell

Betrachte das 6-Vertex-Modell mit periodischen Randbedingungen auf dem endlichen

Gitter der horizontalen und vertikalen Léngen L. und N, d.h. auf einem endlichen Torus.

C

v v v v

1 2 3 4 L

6-Vertex-Modell auf einem L x N-Torus

Eine Konfiguration C auf dem Gitter ist definiert durch eine Festlegung von Spin-
Variablen, die den horizontalen und vertikalen Verbindungslinien zweier nebeneinan-
derliegender Vertices (=: Kanten) zugeordnet werden. Dabei werden jedem Vertex vy,
Boltzmann-Gewichte zugeordnet, die von den diskreten Spin-Variablen ¢, und €},

k =mn,l, der anliegenden ein- und auslaufenden Kanten abhangen.
€l
$ = REnGL()\n - >‘l>

€

5 Entsprechend der obigen Notation ist das die Agl)—Spinkette im Parameterbereich —1 < ¢ < 0.
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Diese sind in der R-Matrix des 6-Vertex-Modells zusammengefasst, welche glatt von der
Differenz zweier den horizontalen und vertikalen Linien zugeordneten Spektralparameter

A, und A\; abhéngt. Sie ist gegeben durch
¢ ai= RI(\) = RO = p(A)sinh(A + 1),
e bi= RIS = RU(N) = p(A)sinh(N),
e ci= RO\ = RA(\) = p(A)sinh(n) und
. R:/Zg()\) = 0 in allen anderen Féllen.

Die Indizes 1 < n < N und 1 <[ < L bestimmen dabei die Lage des Vertex v,; im
Gitter. Damit gibt es pro Vertex 6 nichttriviale Boltzmann-Gewichte. Es ist festzuhalten,
dass das Gewicht eines Vertex v,; genau dann ungleich null ist, wenn die angrenzenden
Spin-Variablen die Bedingung €, + ¢ = €, + ¢ erfiillen. Da sich das 6-Vertex-Modell
als zweidimensionales Modell fiir kristallines HoO interpretieren lésst, erhélt diese Regel
den Namen ,Eisregel“. Das Gewicht W (C') einer festen Konfiguration C' auf dem Gitter
ist dann definiert als das Produkt aller den Vertices entsprechend der Konfiguration C'

zugeordneten Boltzmann-Gewichte

= 1:[ 1:[ en (C)q — A (3.1)

Da die diskreten Variablen der Linien in diesem Fall (n = 2) per Definitionem nur die Werte
0 und 1 annehmen koénnen, kann man jeder horizontalen Linie formal eine Kopie V; des
zweidimensionalen Vektorraums V := @}_,Ce; mit Standardbasis eg, e; zuordnen. Analog
kann man jeder vertikalen Linie einen zweidimensionalen Vektorraum V,, zuordnen, sodass
sich die R-Matrix R des Vertex v,; (=: R,,;) als Element von End(V,, ® V) interpretieren

lasst. Die Normalisierung p(A) kann dabei so gewdhlt werden, dass die Bedingungen

nl

e R13(0) = P Anfangsbedingung,
° R21 ()\2 — )\1)R12(>\1 — )\2) = 1 Unitaritat und
o (Roy1(Aa— X)) = (0" ®@1)R12(A1 — Ay — n+im)(0” ® 1) Crossing-Symmetrie

erfiillt sind, solange R regiildr ist. Dabei ist P € End(V; ® V2), P(e; ® e;) = €; ® e,
die Permutation, ¢* € End(V}), 0%(e;) := e;_;, die Spinflip-Abbildung und ()" die
Transposition beziglich V.

/ /

€ )
A —> ¢ e
€1 1 —€1 1

A1 = A1—n+imw
Ay —888
€2 €2
A2 A2

Anfangsbedingung Unitaritat Crossing-Symmetrie
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Die Gleichungen sind so zu verstehen, dass iiber die diskreten Variablen der inneren Linien

' : : — (*%10N) o (210N
summiert wird. Man kann zeigen, dass p(\) = T (PP
Losung im Gebiet ¢? < [€2| < ¢72 ist, wobei ¢ := €, € := e* und (2;p)s = [122,(1 — 2p")

sei. ﬁ entspricht dem bekannten exakten Ergebnis fiir die Zustandssumme pro Gitterplatz

unter der Wahl p(\) = m (vgl. [8] S. 29). Durch die Multiplikation von R mit der
Permutation P € Hom(V,, @V}, V,®V,,), P(e;®e;) = e;®e;, 4,5 = 1,2, ergibt sich das dqui-
valente Objekt R:= PRc Hom(V, ®V;,V,®V,,), mit dem sich die Yang-Baxter-Gleichung
RysRisR1s = RisRi3Rys in der Form (R 1) (1@ R)(R®1) = (1® R)(R®1)(1® R)

schreiben lasst.

die einzige analytische

e N

~ 27

3 3

Yang-Baxter-Gleichung

Insbesondere lisst sich R aus der Perspektive der Darstellungstheorie als Intertwiner der den
horizontalen und vertikalen Linien zugeordneten Evaluationsmodule V3, := V,, @ C[\,, A, ]
und Vy, := V; ® C[\;, A, '] der Quantengruppe Uq(ﬁ/[\z) interpretieren. Die Yang-Baxter-

Gleichung zusammen mit der Unitaritat ergibt, dass die Spaltentransfermatrizen

TonOM, o A ) = A c ] |

et

eine durch A parametrisierte Familie von untereinander kommutierenden Matrizen bilden.

>\1 )\2 )\N )\1 )\2 )\N
N ¢ N
N - XX -

)\1 /\2 )\N /\1 )\2 )\N
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Insbesondere gilt dies fiir Ay = Ay = ... = Ay = 0 und T, (N) := T (A0, ..., 0), welche
lokal analytisch von A\ abhingt, sodass log(T,}(0) - Te())) durch eine Potenzreihe der

col

Form }°°° ; H,(§—1)" gegeben ist. Aufgrund der Relation H; = %’H v xz+const. % bilden

die Operatoren H,, = const.;&—n

Bewegungsintegrale der Spin 1/2 Heisenberg XXZ-Kette.” Die Aquivalenz des 6-Vertex-

log(Teoi(A))|x=0 eine Hierarchie paarweise kommutierender

Modells und der Heisenberg Spin 1/2 XXZ-Kette ergibt sich aus der eins zu eins Beziehung
zwischen den Eigenwerten der Operatoren H,, und den Eigenwerten von T, (). Die
Zustandssumme Z; x des 6-Vertex-Modells ist wegen Z; x = S W(C) = tr(Tk) =
AL(1 + (%)L + ...) durch die Eigenwerte Ay von T, eindeutig bestimmt.

3.2. Grundzustande und Korrelationsfunktionen

In diesem Abschnitt werden die Voraussetzungen fiir die Definition der Ecken-Transfermatix
und der Vertex-Operatoren auf dem endlichen Gitter geschaffen. Die Wahl —1 < ¢ < 0
entspricht dem sogenannten antiferromagnetischen Regime, sodass die Boltzmann-Gewichte
die Bedingung ¢ > a + b erfiillen. Entsprechend gibt es genau zwei Konfigurationen C'(¥
und CY, die W (C) maximieren. Diese werden Grundzustandskonfigurationen genannt.
Sie ergeben sich, indem man die Spin-Variablen so wéhlt, dass jedem Vertex das Gewicht
¢ zugeordnet wird. Da sich mit der Zustandssumme Z; y die freie Energie Fp n =
—T'log(Z, n), eine der fundamentalen physikalischen Gréflen des Systems, berechnen lasst,
ist ihr Verhalten im Grenzwert L, N — oo von besonderem Interesse. Es lasst sich zeigen,
dass der Grenzwert x = limy, y_,00(Z, N)ﬁ endlich ist. Dieser wird ,,Zustandssumme pro
Gitterplatz® genannt. Da die Zustandssumme homogen in den Boltzmann-Gewichten ist,
konnen alle Gewichte mit einem festen Skalar multipliziert werden. Sei also ¢ := 1,0 :=b/c
und @’ := a/c. Dann sind die Grundzustandskonfigurationen die einzigen Konfigurationen,
sodass W(C') = 1 ist. Nun lassen sich ¢’ und ¥’ als kleine Parameter interpretieren, in
denen Z;, y entwickelt werden kann. Die Bezeichnung Tieftemperaturentwicklung erklart
sich, wenn man bemerkt, dass die Boltzmann-Gewichte im physikalischen Kontext durch
a=eF/T b =eB/T und ¢ = e P/T definiert sind.® Hohere Ordnungen der Entwicklung
beziiglich a’ und b erhdlt man, indem man fiir eine feste Konfiguration C' die Anzahl der
Faktoren # c z&hlt. Genauer lassen sich die Konfigurationen in zwei Gruppen unterteilen:
Fiir eine gegebene Konfiguration C sei d;(C), i = 0, 1, die Anzahl der Kanten j, deren Spin-
Variable €; sich von der i-ten Grundzustandskonfiguration unterscheidet. Dann heifit C' eine
Konfiguration des i-ten Grundzustandssektors, genau dann wenn die Bedingung d,;(C) <
d1—;(C) erfiillt ist. Wegen der Symmetrie beziiglich der Umkehrung aller Spin-Variablen ist
die Zustandssumme (bis zur Ordnung K) durch das zweifache der Summe aller Gewichte
W (C), sodass C'im i-ten Grundzustandssektor liegt, gegeben. Da der Faktor 2 im Grenzwert

L, N — oo irrelevant ist, reicht es fiir die Entwicklung von k beziiglich ¢’ und &’ nur einen

5H x x 7 ergibt sich aus Gl. (2.1) im Fall n = 2 und Summation iiber Zy anstatt Z.

7¢ = e und ¢ = €" wie oben.

8Dabei seien E,, Fy, E. die Energien der lokalen Konfiguration und T/kp die absolute Temberatur,
wobei kp die Boltzmann Konstante ist.
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der Sektoren zu betrachten. Neben der Moglichkeit einer Tieftemperaturentwicklung sei
betont, dass diese Zerlegung im Grenzwert unendlicher Gittergrofie eine Beschreibung
aller Konfigurationen C' liefert, deren Gewicht nicht verschwindet. Das heifit in W (C)
sind nur endlich viele Faktoren a,b < 1. Sie lassen sich als endliche Anregungen tiber den
Grundzustandskonfigurationen C'¥ auffassen und definieren den Raum aller physikalisch
relevanten Konfigurationen. Wie sich spéter herausstellen wird, lasst sich dieser durch eine
rein mathematische Konstruktion beschreiben (siehe Abschnitt 3.4). Diese erlaubt zudem
die Berechnung der Korrelationsfunktionen im ¢-ten Sektor und allgemeiner der reduzierten
Dichtematrix des Systems. Fiir endliche Gittergrofie lassen sich die Korrelationsfunktionen
auf folgende Weise definieren: Es seien m vertikale Kanten j; < ... < j,,, zwischen zwei
gegebenen horizontalen Linien gegeben,? dann ist die m-Punkt-Korrelationsfunktion durch
den Ausdruck

ZC(_ 1)ej1 (C)+...+¢€j,, (C)W(O)
S W(C)

(€ - €)= (3.2)
definiert. Die m-Punkt-Korrelationsfunktion im i-ten Grundzustandssektor ist durch
entsprechende Einschrdnkung der Summation in Gleichung (3.2) gegeben und sei mit
(€j, - - - €5,,); notiert. Diese ist mit den Grundzustandserwartungswerten der XXZ-Spinkette
durch die Relation

(€1 -+ €); = (iloF, ... 05 ]0) (3.3)

verbunden, wobei |i) die beiden Zustande niedrigsten und zweitniedrigsten Energieeigenwer-

tes seien. Allgemeiner wird die reduzierte Dichtematrix G®Y) entsprechend der Abbildung

€2N EN+1

€1 EN

Reduzierte Dichtematrix des 6-Vertex-Modells

als N-Punkt-Korrelationsfunktion bezeichnet, wobei wie oben iiber die Spin-Variablen der

inneren Linien summiert wird. G") ist also durch die Zustandssumme (Z LN)EN N bed

der die Spin-Variablen entlang der oberen und unteren Seite des Schnittes festgehalten

9Dabei werden die Zahlen ji, k = 1,...,m, entsprechend der Nummerierung der vertikalen Linien
gewahlt.
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El...EN
werden, bestimmt.'” Dann ist P(ey, ..., ey) := % die Wahrscheinlichkeit, dass die
Konfiguration der Spin-Variablen auf den durchtrennten vertikalen Linien €y, . .. ey ist.

Hierbei kann in der Definition von P die Summation wie oben auf den i-ten Grundzustands-
sektor beschrénkt werden (=: P;), sodass die m-Punkt-Korrelationsfunktion (ej, .. .€;,.)
durch

i

(€)= D ()T TPyl e,,) (3.4)

€15-5€5m

gegeben ist. (Siehe [8] Kapitel 1 und 2.)

3.3. Vertex-Operatoren und Ecken-Transfermatrix

Ziel dieses Abschnittes ist die Klarung des Ursprungs der Ecken-Transfermatrix-Methode,
indem die Vertex-Operatoren, sowie die Eckentransfermatrix fiir ein endliches, geniigend
grofles Gitter mit gegebenen Randbedingungen eingefiihrt werden. Die Eigenschaften der so
definierten Operatoren lassen sich unter der Annahme, dass die Randbedingungen keinen
Einfluss auf die Korrelationsfunktion haben, direkt einsehen. Die Existenz dieser Operato-
ren im Grenzwert unendlicher Gittergrofie stiitzt sich auf ein Argument von Baxter (siehe
[9] Kapitel 13), welcher eine drastische Vereinfachung der Ecken-Transfermatrix in ihrer
Tieftemperaturentwicklung entdeckte (vgl. [6] und [7]). Es sei betont, dass diese Tieftempe-
raturentwicklung ausschlieBlich in dem hier betrachteten massiven Fall Sinn ergibt, sodass
die Existenz der Operatoren im Grenzwert unendlicher Gittergrofie im Allgemeinen nicht
garantiert werden kann. Sei innerhalb des endlichen Gitters eine vertikale Kante ,,0 mit
der Spin-Variablen ¢, gegeben, sodass fiir den i-ten Grundzustand eo(C®) =4, i = 0, 1, ist.
Die 1-Punkt-Korrelationsfunktion ist dann mit Gleichung (3.4) durch (e;) = P;(0) — P;(1)
definiert. Alternativ zur Summation iiber den i-ten Grundzustandssektor kann diese durch
Summation iiber alle Konfigurationen definiert werden, sodass die Spin-Variablen am Rand
des Gitters entsprechend der i-ten Grundzustandskonfiguration festgehalten werden. Im
Grenzwert unendlicher Gittergrofie sei angenommen, dass die genaue Form des Gitters
keine Rolle spielt, solange die Kante ,0“ geniigend weit vom Rand des Gitters entfernt ist.
Um die Vertex-Operatoren und die Ecken-Transfermatrix auf dem endlichen Gitter einzu-

fithren, ist es am einfachsten, eine Zerlegung der 1-Punkt-Korrelationsfunktion entsprechend

10Manchmal werden den durchtrennten Linien an der oberen und unteren Seite zusétzliche Parameter zuge-
ordnet. Die genaue Definition der (inhomogenen) Dichtematrix ist deshalb anhand des entsprechenden
Kontextes zu verstehen.
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1 0 1
1 0
1 1
1 1—12
AP 1 0. ALY
1 1
1 0
1 1
1 0
6/
€
0 1
1 1
0 1
o 1 L s
AD 70 1AL
1 1
0 1
1 0 1

Unterteilung des Gitters am Beispiel der 1-Punkt-Funktion

zu betrachten, wobei die Form des Gitters so gewéhlt ist, dass die Randbedingung direkt
anhand der Werte der Spin-Variablen am Rand abgelesen werden kann.!' Seien die 2V
horizontalen Linien des Gitters durch die Zahlen —N +1,..., N von unten nach oben,
und die 2N + 1 vertikalen Linien von rechts nach linkls durch die Zahlen —N,... N,

nummeriert. Dann ist die Ecken-Transfermatrix (A%)W) PN Qurch die Abbildung
€lyeeny EN

1

) 1 €y
A 1
9

. 1 €
1 { €

EN €9 €1

Ay

Ecken-Transfermatrix Ag\if)w

1Tn dieser Abbildung ist also i = 0.
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definiert, wobei iiber die Spin-Variablen der inneren Kanten summiert wird, d.h.

L i

€1,4...,€
Lo CN Innere Kanten [ m
]7

Die Spin-Variablen an den Rédndern sind durch die Grundzustandskonfiguration mit

e = € = ¢(CW) = i gegeben. Auf die gleiche Weise lassen sich die halben Transfermatrizen

(IJSE: ") und @ S—jOlWZE durch

N+i mod2 €
EN —1— €y €y —+— €o
— € | —F— €1
€& —— el 1,
€L —+— € €y —1T— N4l
€ N+i mod2
Av Av

Vertex-Operatoren ®457 " (links) und 'z (rechts)

€

definieren, d.h.
(o) = TR
ViyeUN 1 j=1
und
LD Y |
V—1,..,V—N+1 j=—N+1
wobei 1y := €. Da diese auf dem unendlichen Gitter aus mathematischer Sicht den Vertex-
Operatoren vom Typ I entsprechen, wird die Beizeichnung bereits fiir endliche Gittergrofle
ibernommen. Die anderen Ecken-Transfermatrizen ASW, ASIE ) und A NE ) sind analog
zu ANW definiert. Da die Operatoren alle von der Differenz A\ — Ay abhéngen, kann
A= Ay — Ay gesetzt und die Eigenschaften der Operatoren in Abhangigkeit von A\ erklart
werden. Sei A®D()\) := A%)W(/\) und U= ()) = CIDSIZZ’i)()\), dann folgt mithilfe der

Crossing-Symmetrie

Yo (V) = ROV OVR,
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wobei R := 0% ® -+ ® ¢ der Spinflip-Operator sei. Es stellt sich die Frage, welchen
Nutzen diese Operatoren haben. Sie beantwortet sich durch Betrachtung des Grenzfalles
unendlicher Gittergrofe. Die wichtigste Vereinfachung ergibt sich aus Baxters Entdeckung
der Eigenschaften der Ecken-Transfermatrix in diesem Grenzwert: Indem A®()\) mit einem
Skalar multipliziert wird, kann angenommen werden, dass ,, 1 der hochste Eigenwert ist.

Dann lésst sich Baxters Entdeckung in der Aussage
lim AD(N) = e AP (3.9)
wobei D ein nicht von A abhéngiger Operator mit diskretem dquidistantem Spektrum
Spec(DW) ={0,1,2,...} (3.10)

ist, zusammenfassen.'? Sei H® der Raum aufgespannt durch die Eigenvektoren der Ecken-
Transfermatrix. Unter der Annahme, dass der Vertex-Operator ebenfalls gegen einen

wohldefinierten Operator konvergiert, ergibt sich
QU (N) : HD s H U0,

Im Gegensatz zur Ecken-Transfermatrix bildet dieser von H® nach H(~% ab, da sich
die Randbedingungen aufgrund der zusatzlichen Spalte fiir die Ecken-Transfermatrix
verschieben. (Siche [8] S.45 ff.)

Die Eigenschaften der Vertex-Operatoren lassen sich mithilfe der Eigenschaften der R-
Matrix, welche in Abschnitt 3.1 vorgestellt wurden, unter Vernachldssigung der Rand-
bedingungen erkldaren. Diese werden im Folgenden zusammengefasst. Fiir eine genauere

Erklarung sei auf das Buch [8] S. 50 ff. verwiesen.

1. Charakter
Da das Spektrum der Ecken-Transfermatrix diskret ist, wird H® zu einem Z-

graduierten Vektorraum

HO = @”Hﬁ"), 7—[,(,") ={ve H(i)ﬂ?(i)v =rv}.

reZ

Die Multiplizititen dim#H () lassen sich mit Baxters Methode bestimmen, welcher
allgemeiner das 8-Vertex-Modell betrachtet (siche [9] Abschnitt 13.7). Damit ergibt

sich
() : Do T 1
try o (tP) = %dlm%ﬁ)t = 1_[1 1 et (3.11)
re n=

sodass insbesondere dim?—[(()i) = 1 folgt. Es gibt also einen (bis auf einen Skalar)

eindeutigen Eigenvektor =: u() zum grofiten Eigenwert der Ecken-Transfermatrix.

2Dabei ist A > 0 im hier betrachteten massiven Regime.
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Die Funktion try,e (t2”) nennt sich Charakter des graduierten Raumes #(? und

ist die erzeugende Funktion der Multiplizitéten von D®.

2. Homogenitéat

AP0 (1 ,i)()\/)ef)\D(i) = U= (N — )) (3.12)

€ €

3. Vertauschungsrelation

CI)(i’l_i)(/\2>CI)2_Z i Z R /\2 € 62(1) 61— Z)(/\Z)(I)g_i ’i)()\l) (313)

€2 E152
€156

4. Normierung

®(1=1) kann so normiert werden, dass

(I)Z(l—i ,z‘)O\)u(i) =) 1+ O (3.14)

5. Invertierbarkeit

Durch Anwendung der Crossing-Symmetrie folgt

Zq)(z 1) A= +im) @D (\) = g7t - id, (3.15)
wobei
(0% 4%) o
QZM’ g=e" (3.16)

ist. Daraus ergibt sich mit der Vertauschungsrelation

(I)(l—i,i)()\>q)(l 1—i) A =0+ i) = g e - id. (3.17)

€

6. Zo-Symmetrie

Es gibt einen linearen Isomorphismus v : H(® — H®), sodass

vDO =DWy p(u®) = uMund
o10(\) = "D (M. (3.18)

7. Paritat Es ist

(I)gl—i ,i)()\ +ir) = (_1)e+iq)£1 ,0)()\) (3.19)
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Mit den Gleichungen (3.5), (3.6) und (3.7) folgt schliefilich

AGENAY(N) = R(—¢)P" (3.20)
AR (VAR = (—9)P"R. (3.21)

Mit der Homogenitat ergibt sich deshalb

Pi(e) = N 7'tr (AR (DA (M@0 (M ASE () ARE (NPl (V) (3.22)
e (G R OV IC R S BY) (3.23)
=Nt (P (A =+ im) @ (V) (3.24)

wobei N so gewéhlt ist, dass P;(0) + P;(1) = 1 ist. Allgemeiner kann die Spurfunktion

FO(2;0) 0 = tr (2P 001D (M) 0L () (3.25)
definiert werden, welche wegen der Homogenitéat nur von der Differenz A\ := Ay — A, abhéngt.
Dann ist

FO(q* —n +im)1_c.

Pe) — — | 3.26
) = O =0+ im)iee + FO(E —n % im)ors (320

und die reduzierte Dichtematrix G durch
€2 ) .
(G(l))q = A, o (@5 —n+im) + Fi, o (% —n + im) (3.27)

gegeben, was die Betrachtung der 1-Punkt-Korrelationsfunktion abschlief3t.
Genau wie die 1-Punkt-Funktion, kann auch die N-Punkt-Korrelationsfunktion /reduzierte
Dichtematrix durch die Allgemeine Spurfunktion

ED(x; 01,0 M) epe,, = tr (:L"D(i)@(i AU - - o Z()‘n)) (3.28)

€1

berechnet werden. Diese ist fiir n gerade und z € C mit |z| < 1 definiert. Die oberen
Indizes der Vertex-Operatoren sind modulo 2 zu lesen. Mit den Eigenschaften der Vertex-

Operatoren léasst sich einerseits zeigen, dass diese die Normalisierung

( .
F( )($ )\17 . )\ )\j+17 R )\n)el---q €5+1 en’/\j+1=)\jfn+i7r

= (SEJ ( ) (LC )\1, ey )\];1, )‘j+27 Cey )\n)q---q,l €j42€n (329)

—€j+1 ’VL 2

erfiillt, andererseits erfiillt die Summe

G (A, ) = FO% A, ) + EW (A, .\

n
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die sogenannte quantum-Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung
G A, A+ 6y dn) = Aj(, S A)G (AN, ), (3.30)
wobei x = e" und

Aj()\la . ,/\n) :Rjj+1(/\j + K — /\j+1)_1 s Rjn(/\j + K — /\n)_l
Ry i(A = Aj) e Ry iAo — A). (3.31)

ist. (Siehe [8] Kapitel 4.)

3.4. Mathematische Konstruktion

In diesem Abschnitt wird die Idee einer rein algebraischen Konstruktion der Ecken-
Transfermatrix und der Vertex-Operatoren vorgestellt. Die detaillierte Konstruktion fiir
die massive XXZ-Spinkette wird im Buch [8] ab Kapitel 5 erklart, und kann leicht auf die
Modelle héheren Spins verallgemeinert werden [10].

Um die eigentliche Idee zu erkéren, ist es sinnvoll eine kurze Definition der Quantengruppe
U .= Uq(ﬁ/[\g), des Gewichtsgitters P und der fiir die Erklarung wichtigen U-Module
anzugeben: Betrachte die freie abelsche Gruppe erzeugt von den Objekten Ay, A; und §:

P =7Ay® Z\, & Z6.

Es wird als Gewichtsgitter bezeichnet, A; (i = 0,1) heiflen die fundamentalen Gewichte
und 0 die Null-Wurzel. Definiere dann die einfachen Wurzeln «; (i = 0, 1) und ein Element

p durch

(67
a0+a1:5, A1:A0+?17 p:A0+A1

Sei (hg, hi,d) eine geordnete Basis von P* := Hom(P,Z) dual zu (Ag, Ay, d). Dann ist die
symmetrische Bilinearform (, ): P x P — 1Z durch

(Ao,Ao) = O, (A0,0él) = 0, (Ao, (5) = 1,
=2, (a1,6) =0, (6,8)=0

(a1, )

gegeben. Damit kann P* als Teilmenge von P identifiziert werden:

h():Oéo, hl =, d:AO
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Sei ¢ eine reelle Zahl mit —1 < ¢ < 0.1 Definiere dann fiir jede ganze Zahl z die ,,q-Zahl®
durch

}:qz_q—z

z .
| q—qt

Die Quantengruppe U := U, (5/[\2) kann dann als unitére Algebra tiber C, erzeugt von den
Symbolen (Generatoren) e;, f; (i = 0,1) und ¢" (h € P*) mit den Relationen
¢ =1, ¢"¢" =¢",
¢"eig™" = ¢" ey, ¢ fig™h = gL,
ti—t; "
les, f5] = 6“@’
ele; — [3leleje; + [3leiejei —ejel =0 (i # j),

)

Fof = BURLf+ BUfifE = =0 (i #)),
definiert werden, wobei t; := ¢ ist. Sie besitzt die Hopf-Algebra-Struktur (A, a, €):

1. Koprodukt
Al")=d"®¢", Ale)=e@l+t;0e, A(fi)=fiot;!' +1@ f;
2. Antipode
a(d) =g, ale) =—t;te, alfi) = —fits
3. Coeins
e(q") =1, ele) =e(fi) =0.
Die Axiome fiir diese (Anti-)Homomorphismen lassen sich in Formeln als

Alzy) = Alx)Ay),  e(zy) = e()e(y), alzy) = aly)a(z),
(A®id)o A= (Id® A)o A,

(e®id)oA=id = (Id®e¢€) o A,
mo(a®id)oA=e=mo (id®a)o A

kurzfassen, wobei m(z ® y) = xy die Multiplikation bezeichne. Sei A% := g o A das

oppositare Koprodukt mit o(a ® b) = b ® a. Dann folgt

Aa(z)) = (a ® a)(AP(z)). (3.32)

13Im Prinzip reicht es anzunehmen, dass g keine Einheitswurzel ist.
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Auflerdem ergibt sich mit dieser Definition zuséatzlich die Eigenschaft
a*(x) = ¢ *z¢* VrcU.

Mit U-Modul seien im Folgenden U-links-Module gemeint. Definiere fiir ein U-Modul M
und eine C-Linearform v auf Chy & Chy; @& Cd den Gewichtsraum zu v durch

M, = {v e M|¢"v = ¢} 14 (3.33)
Ein Gewichtsmodul M ist dann ein U-Modul, welches sich als direkte Summe
M = @ M,

von Gewichtsraumen schreiben lasst. Obwohl die Elemente h € P keine expliziten Ele-
mente von U sind, lassen sie sich auf diese Weise als Operatoren auf Gewichtsmodulen
interpretieren. (Siehe [8] Kapitel 3.4.)

Die Idee léasst sich nun durch Betrachtung der Level 1 Hochstgewichtsmodule erkléaren:
Sei A € P gegeben, sodass (hg, A) und (hy, A) nicht negative ganze Zahlen sind. Dann

existiert ein eindeutiger nichttrivialer U-Modul V' (A) mit den folgenden Eigenschaften.

Es gibt einen Vektor vy € V(A), sodass
eon =0, twy = q" Ny, [T =0 (i=0,1),

V(A) = UUA.

Dieser ist irreduzibel und (bis auf den Fall A = 0) unendlichdimensional.

V(A) wird demzufolge von Vektoren der Form
fir o fixvn  (i1y...,in =0,1),
aufgespannt. Der Operator p wirkt auf diesen Vektoren als
pfiv - fiyon = (=N + (p, M) fir -+ fiyva,

sodass der Raum V'(A) zu einem graduierten Vektorraum wird. Die Graduierung definiert
durch den Operator D := —p + (p, A)

VN =@VA), V(M) = {ve VDo =ro)

r=0

Dabei bezeichnet (h,v) = v(h) die duale Paarung von h mit v.
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heifit dann Hauptgraduierung. Der Charakter von V' (A) beztglich der Hauptgraduierung

ist dann in Analogie zum Fall affiner Lie-Algebren durch

Xa(t) = try ) (t?) (3.34)

definiert. V(A) heift dann Hoéchstgewichtsmodul zum Hochstgewicht A des Levels (ho +
hi, A). Damit gibt es genau zwei Hochstgewichtsmodule des Levels 1, namlich V(\;)
(1 =0,1). Die Charaktere dieser Module sind durch

S|
xa @) =1l ——.—~ (3.35)
nl;[l 14 ¢t

gegeben und stimmen mit den Charakteren der Ecken-Transfermatrizen im letzten Ab-

schnitt liberein! Dies fiithrt zu der Identifikation

Weiter lassen sich fur V' (A;) sogenannte , Intertwiner” definieren. Es stellt sich heraus, dass
die ,Intertwiner vom Typ I“ mit den Vertex-Operatoren im letzten Abschnitt identifiziert
werden konnen. Auf diese Weise wird das ,,halb unendliche® Tensorprodukt - --®@ V), @ V),
mit den Randbedingungen entsprechend der i-ten Grundzustandskonfiguration auf der
rechten Seite mit dem Level 1 Hochstgewichtsmodul V' (A;) identifiziert. Die andere Halfte
des Tensorproduktes V), ® V), ® --- mit den Randbedingungen entsprechend der ¢-ten
Grundzustandskonfiguration auf der linken Seite kann schliefilich durch Einfiihrung des

Anti-Automorphismus
b(x) = (—¢)’a(z)(—q)" z€U

mit dem beziiglich b dualen links-Modul V**(A;) identifiziert werden. Dieses ist ein Niedrigst-
gewichtsmodul vom Level —1. Schlieilich kann der gesamte physikalische Zustandsraum
beziiglich der i-ten bzw. j-ten Randbedingung auf der linken bzw. rechten Seite mit dem
Tensorprodukt V(A;) @ V**(A;) identifiziert werden. Dies fiihrt zu der folgenden Definition:

Definition 3.1 (Physikalischer Zustandsraum).
Der Physikalische Zustandsraum F ist definiert durch

F=HeoH"
F) = V(A) @ V(A;)™.



3 Die Ecken-Transfermatrix-Methode 21

Dies ist ein Level 0 Modul. Genauer miissen die hier auftretenden Tensorprodukte
als geeignete Vervollstandigungen verstanden werden, da die Vertex-Operatoren durch
unendliche Summen definiert sind. (Siehe [8] Abschnitt 7.1.)
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4. Kojimas Bosonisierung

In diesem Kapitel wird die von T. Kojima and S. Yamasita im Paper [1] vorgestellte
Bosonisierung der Faddeev-Zamolodchikov-Algebra der A,(ll_)l—Spinkette rekapituliert und
erklart. Genauer wird eine Darstellung der Vertex Operatoren vom Typ I durch freie
Bosonen angegeben. Die Terminologie fiir Vertex-Operatoren des Typs I und II ist im Buch
[8] von M. Jimbo und T. Miwa in Kapitel 6 ausfiihrlich erklart. Wahrend die Kommutation
zweier Vertex-Operatoren des Typs I die R-Matrix produziert, ist die Kommutation zweier

Typ II Vertex-Operatoren durch die S-Matrix bestimmt.

4.1. Vertex-Operatoren

Definition 4.1 (Faddeev-Zamolodchikov-Algebra).
Die Kommutationsrelationen der Typ I Vertex-Operatoren der A -sznkette sind gegeben
durch

D7 (B1) D72 () = Z RV (B1 — Ba)i3 @F (By) @M (B1). (4.1)
k1,ko=0
Dabei ist
va(ﬁ e, ®ej, = Z RVV fllj’?ekl ® €g,y - (4.2)
k1,k2=0

Gleichung (4.1) ist die definierende Gleichung der Faddeev-Zamolodchikov-Algebra und
®7(B) sind die Generatoren.

Definition 4.2. (Duale Typ I Vertex-Operatoren)

Die dualen Typ I Vertex-Operatoren erfillen die Kommutationsrelationen

n—1

O (B1)D5,(B2) = Y RV (B — 52)5§£1@* (B2) @5, (B1), (4.3)

k1,k2=0

wobei RY™V"(B) — Bo)¥%2 .= RVV(B) — Bo)13L und RV™V" (1 — B2) € End(V* @ V*) durch

Jij2
n—1

RV (B)e;, @ej, = > RV (B)er @ e, (4.4)

k1,ka=0
gegeben ist.

Definition 4.3.
Die Typ I Vertex-Operatoren und die dualen Typ I Vertez-Operatoren erfiillen

n—1
OB (B2) = Y. RVV(B — Bo) @, (82) 0% (By), (4.5)

k1,k2=0
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wobei RV™V(B)5%2 die Komponenten des Operators RV (3) € End(V*®V) sind.

Jijz2
Dieser ist definiert durch

_ Sa(—if + m|2¢,2m)S5(if + m 4+ Z| 2 2m)

]%k/*V’ ek }%* * — . 4.6
Die nichttrivialen Komponenten des Operators R*(3) € End(V*Q V),
R*(ﬁ)ejl ® €j, = Z R*(ﬁ)ﬁ];ezl ) €k, (47)
k1, k=0
sind durch
R@r=1 (G #hk) (4.8)
_ - sinh ( £/
T p—_ R (1.9
sinh <2—§(ﬁ + 7))
e 267 ginh (%) .
: n 271 (‘7 < k>
| sinh (5 + 5)
R (B)i; = (4.10)
268 o e
e2"” sinh (?) .
— o (1> k),
sinh (%(5 + 7))
gegeben. Insbesondere gilt fir Bo = 1 + mi die Inversionsrelation
S (B)®5, (6 + i) = e 8", (i < o). (4.11)

(Siehe [1] S. 1186 f..)

4.2. Darstellung durch freie Bosonen

Typ I Vertex-Operatoren und duale Typ I Vertex-Operatoren entsprechend Abschnitt 4.1
lassen sich als Operatoren auf einem durch freie Bosefelder erzeugten Fock-Raum realisieren.
Fiir Typ IT Vertex-Operatoren wurde eine solche Darstellung bereits in dem Paper [4] von
T. Miwa und Y. Takeyama gefunden. Diese weisen darauf hin, dass sich die ,Bosonisierung*
im kritischen Parameterbereich |g| = 1 aus einem Grenzwert der elliptischen Face-Modelle
[5] und [11] ergibt. Genauer betrachten Sie die Bosonisierung des massiven A" -Face-
Modells [5] und verweisen auf eine Methode, die in den Papern [2], [3] von M. Jimbo
et al. und [12] von S. Lukyanov entwickelt wurde. Anhand der Paper ist das unklar, da
auf der einen Seite im Fall n = 2 ein anderer Grenzwert des elliptischen XYZ-Modells
durchgefiithrt wird (vgl. [3]) und auf der anderen Seite eine Bosonisierungstechnik fiir
massive integrable Feldtheorien vorgestellt wird (vgl. [12]). Im Paper [2] wird dagegen auf

direktem Wege eine Losung der qKZ-Gleichung in Form eines Vielfachintegrals konstruiert
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und deren Ubereinstimmung mit den Korrelationsfunktionen der XXZ-Spin-Kette in
verschiedenen Grenzfillen nachgerechnet. Die Integraldarstellungen in [2] stimmen mit
den Integraldarstellungen in [3] iiberein, sodass davon ausgegangen werden kann, dass
diese Bosonisierung die korrekten Korrelationsfunktionen der XXZ-Spin-Kette liefert. Der
exakte Zusammenhang zwischen den Bosonisierungen in [3] und [12] wird im Paper [3]
in einer Anmerkung auf Seite 16 f. erklart: Im Grunde ldsst sich die Bosonisierung in
[3] durch einen Kontinuumslimes ¢ := me und a(t) := a,,/¢ und € — 0, me = const.,
erhalten. Genauer unterscheiden sich die Bosonisierungen in diesem Grenzwert durch die
Anwesenheit des ,zero mode“ Operators Q und einem exponentiellen Faktor. Obwohl
Lukyanovs Vertex-Operatoren in diesem Grenzwert die gleichen Kommutationsrelationen
erfiillen, waren Jimbo et al. nicht in der Lage, daraus die Integraldarstellungen in [2]
zu rekonstruieren. Deshalb wurde der exponentielle Vorfaktor, sowie der ,,zero mode*
Operator Q, in der Bosonisierung von Jimbo et al. weggelassen (vgl. [3] S. 16 f.). Die
Darstellung der Typ I Vertex-Operatoren im Paper von T. Kojima ergibt sich aus den

folgenden Definitionen.

Definition 4.4 (Freie Bosefelder).
Sei j € {1,2,...,n—1}, t € R, dann sind die Bosefelder b;(t) definiert durch

—1),

(t+1), (4.12)

wobei aj die Komponenten der Cartan-Matriz des Typs A, seien.’”

Auferdem seien die ,,dualen Bosefelder bi(t) und b}_,(t) definiert durch die Faltungen

Smh(m)

Z bil sinh(7rt) (4.13)
und
. B nl sinh(j%t)
n1(t) = — ; bj(t)m- (4.14)
Sie erfillen die Kommutationsrelationen
* N _ 1 Sinh(%(g B 1)t) /
i) b)) = 8307 g e 0+ ), (4.15)
. B 1sinh(Z (& — 1)t) ,
50 Boes)) = ey g e 0 1), (1.16)

Definition 4.5 (Fockraum F).
Sei F der durch die Bosefelder bj(—t), j € {1,2,...,n—1}, t > 0, uber dem Fock-Vakuum

15PDa der Ausdruck im Limes ¢ — 0 divergiert, sollte streng genommen ¢ € R\{0} gewihlt werden. Auf
der anderen Seite werden hier Dichten eingefiihrt, sodass Nullmengen in dieser Definition irrelevant
sind. Da die verwendeten Integrationsmafe stetig sind, ist die Definition gerechtfertigt.
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|vac) erzeugte Fockraum, sodass (vaclvac) = 1. Das heifst
F = C[{b;(=1)}}21 150 lvac)

und
bi(t) [vac) =0, Vt>0,j=1,...n—1.

Damit lassen sich formal die Stréme U;(f) definieren, welche fiir die Definition der

Vertex-Operatoren benotigt werden.

Definition 4.6. Die Operatoren U;(3) sind definiert durch

Uwﬂ—mq(—[:@ukwﬁ) (1<j<n—1) (4.17)
z%(g)::exp<-/i;axwewnﬁ): (4.18)
Un(B) =: exp (— / O; b:;l(t)eiﬁtdt) s (4.19)

wobet :(...): die Normalordnung von (...) bezeichnet, d.h. alle Bosefelder b(t) mitt > 0
(,Vernichter) in (...) werden an allen Bosefeldern b(t) mit t <0 (,Erzeuger®) vorbeige-

tauscht, sodass alle Vernichter rechts stehen.

Anmerkung 4.7. Auch wenn die Felder bi(t) und bf_,(t) keine unabhdingigen Bosefelder
sind, ist es sinnvoll, entsprechend der Strome Uy und U, bo(t) := bi(t) und b,(t) := b} _,(t)
zu definieren, sodass Gleichung (4.17) fir alle 0 < j <n gilt.

Nun lassen sich Typ I Vertex-Operatoren entsprechend der Relationen in Abschnitt 4.1
definieren. Der Beweis dieser ist im Paper [1] von T. Kojima und S. Yamasita ab Seite
1188 skizziert. Die Argumentation ist verstindlich und die Vorgehensweise entspricht der
Vorgehensweise in den Papern [3] und [5]. Eine detaillierte Analyse des Beweises ist mit
Hilfe der in Kapitel 6 erarbeiteten Methoden moglich.

Definition 4.8 (Typ I Vertex-Operatoren).
Die Bosonisierung der Typ 1 Vertex-Operatoren auf F entsprechend T. Kojima und S.

Yamasita ist definiert durch

Wi = [ G [ o RO o)--- Uy
—c0 271 —c0 271 Hi:l sinh (%(Oékfl —qp — 7”))

[ ) iy
B —oo 271 Hi:l sinh (%(Oék — Qg1 — %))

o) 2
0<j<n-—1), (4.20)
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wobei ag = 3 ist.

Die Bosonisierung der dualen Typ I Vertex-Operatoren ist defininiert durch

@;(ﬂ) = 0n /OO CMH/OO don—y e%(aj+l_ﬁ)Uj+1(aj+l)"'Un l(an I)Un(ﬁ)

—00 27T'l —00 27T’l Hk —j+1 Slnh (%(ak — ak+1 . % )
=g /00 dajia /OO day, ., e B)Un(ﬁ)Un—l(an—l) UJ+1(%+1)
oo 2mi —oo  2mi [1p=}, sinh (215(04“1 ap — ™ )
O0<j<n-1), (4.21)
wobei o, = [ und g, durch
- b
_ (T L (v+log(228))n+ = (n—1) 3
gn - o e B N T 422
<2§> 51nh(?)F(%)"_1 (422)

gegeben ist.

Das zweite Gleichheitszeichen in den Gleichungen (4.20) und (4.21) ergibt sich aus der

Vertauschungsrelation

U;(B1)Uj—1(B2) = 1(B1 — B2)U;—1(B2)U;(B1), (4.23)

wobei die Funktion I durch

(4.24)

gegeben ist. (Siehe [1] S. 1187 f..)

4.3. Konstruktion einer Losung der gKZ-Gleichungen

In diesem Abschnitt wird mithilfe der Typ I Vertex-Operatoren analog zum massiven
Fall eine formale Losung der qKZ-Gleichungen (2.3) und (2.4) vorgestellt. Sei also D der
Gradoperator auf F definiert durch

D ] b;(~t:) |vac) = <Zt>th ) [vac) (4.25)

el i€l 1€l
[T|<oo
dann gilt
Adonb;(t) i= P (t)e P = e Mb;(t) Vi=1,...,n— 1. (4.26)

Deshalb folgt fiir die Fliisse U; die Homogenitét

Ad o Uj(8) = Ui(B + i) (4.27)
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und damit auch fiir die Vertex-Operatoren ®/ und 7
Adpo®(8) = D (B4iX)  Adao®)(8) = O35 +i)). (4.28)
Nun ist fiir A > 0 die Spurfunktion G(AN) € (RN, Vi) Q(R, Viver)
GV (Br, ..., BB, - . s BaN ey ey NN

. trf(eﬂ\pq); (B1) -+ @F (BN ) PN+ (Bgr) - P2V (Ban))
o trr(e=*P) ’

51, . ,/62]\7 c R, (429)

durch seine Komponenten beziiglich der Standardbasis e}, ® --- @€l R ey, @+ @ €qyy
definiert, wobei trz die Spur beziiglich F ist. Diese kann definiert werden, indem man
F als Kontinuumslimes abzahlbarer/diskreter Fockraume schreibt (siche Kapitel 5). In
diesem Fall reicht es, den Erwartungswert (O), = % eines linearen Operators O
auf F im diskreten Fall geeignet umzuschreiben, sodass der Ausdruck im Kontinuumslimes
unverdandert bleibt (siche Kapitel 6).

Allgemeiner bezeichne G(AN) die in den Argumenten fi,..., fon meromorphe Funktion,
welche sich durch analytische Fortsetzung aus GE\N) entsprechend der Definition durch
Gleichung (4.29) ergibt.

Mithilfe der Eigenschaft (4.28) und den Vertauschungsrelationen (4.1), (4.3) und (4.5) lésst
sich zeigen, dass GS\N) eine Losung der ¢KZ-Gleichungen (2.3) und (2.4) ist. Insbesondere
folgt die Normalisierung (2.5) aus der Inversionsrelation (4.11).

Im massiven Fall lasst sich zeigen, dass die Typ I Vertex-Operatoren als Intertwiner
zwischen Hochstgewichtsdarstellungen der Quantengruppe U, (5/[;) bis auf einen skalaren
Faktor eindeutig bestimmt sind, sodass die Spurfunktion Gg\:) der inhomogenen N-Punkt-
Korrelationsfunktion der Alell—Spinkette entspricht. Im masselosen Fall ist das nicht klar
und muss beispielsweise durch Abgleich mit bekannten Resultaten verifiziert werden.
Trotzdem wird die Spurfunktion GgN) von T. Kojima und S. Yamasita bereits als ver-
allgemeinerte Korrelationsfunktion bezeichnet (vgl. [1] S. 1182). Deshalb ist unter dem
Begriff | Korrelationsfunktion® im masselosen Fall erstmal eine bestimmte Losung der

qKZ-Gleichungen zu verstehen, deren Ubereinstimmung mit der Korrelationsfunktion des

Modells nicht unbedingt klar ist. (Siehe [1] S. 1194.)
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5. Bosonisierung als Grenzwert des Ag,lll-Face-Modells

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass der Fockraum F (siehe Definition 4.5) durch einen
Kontinuumslimes diskreter Fockraume konstruiert werden kann. Dafiir wird die Boso-
nisierung des Aglll—Face—Modells, welche im Paper [5] von M. Jimbo et al. konstruiert
wurde, betrachtet. Da das Modell massiv ist, lasst sich die Konstruktion mit der Ecken-
Transfermatrix-Methode begriinden. Man kann zeigen, dass das A;l_)l—Face—ModeH in Form
einer nichtlokalen Transformation dquivalent zu einer elliptischen Verallgemeinerung der
AS,) 1-Spinkette ist. Sie ist unter dem Namen Vertex-Face-Korrespondenz bekannt und ver-
bindet im Fall n = 2 das 8-Vertex-Modell, bzw. die XYZ-Spinkette als Spinketten-Analogon,
mit dem Agl)—Face—Modell, welches auch unter dem Namen Andrews-Baxter-Forrester
Modell bekannt ist. Die Bosonisierung des Andrews-Baxter-Forrester Modells wurde als
erstes im Paper [11] von S. Lukyanov und Y. Pugai vorgestellt, wobei auf das Problem
hingewiesen wird, dass die Multiplizitdten der Eigenwerte des Gradoperators erst durch
Einschrankung des konstruierten Fockraumes auf eine irreduzible Komponente mit denen
der Ecken-Transfermatrix iibereinstimmen. Dieses wird durch Betrachtung der Koho-
mologie des sogenannten BRST-Komplexes'® gelost und ermdglicht die Berechnung der
Korrelationsfunktionen des Modells. Fir beliebiges n ist das Problem bisher ungelost,
sodass die im Paper [5] konstruierten Typ I Vertex-Operatoren auf einem ,zu groBen*
Fockraum definiert sind. Dennoch lasst sich vermuten, dass die Typ I Vertex-Operatoren
der A,(ll_)l—Spinkette entsprechend Definition 4.8 durch einen nicht-elliptischen Grenzwert,
fiir den das AS,) 1-Face-Modell zur kritischen!'” A,(ll,)l—Spinkette korrespondiert, aus den Typ
I Vertex-Operatoren des A,(ll_)l—Face—Modells rekonstruiert werden konnen. Die Moglichkeit
eines solchen Grenzwertes wurde bereits in dem Paper [4] von T. Miwa und Y. Takeyama
auf Seite 3 angesprochen, aber nicht genauer ausgefiithrt. Deshalb soll der Fockraum F
durch einen Kontinuumslimes aus den gleichen Oszillatoren, die fiir die Bosonisierung des
AS_)I—Face—Modells verwendet wurden, konstruiert werden. Dieser lésst sich durch einen
entsprechenden Grenzwert, indem die Boltzmann-Gewichte der AS,)I-Spilrlkette18 mit den

Boltzmann Gewichten des A,(;z1—Face—l\/lodells19 iibereinstimmen, motivieren.

5.1. Korrespondenz der Boltzmann-Gewichte

2

Fir0 <z <1,0<wv<1undr>n+2 ganzzahlig definiere [v] := 27 70,2 (2?"), wobei
©,(z) durch das Dreifachprodukt

O4(2) = (2100 (027 @)oo (¢ D)oo (5.1)
(Z:q1y -y Gm) oo = | H, (1—qit---q'mz) (5.2)

16Siehe [11] fiir die genaue Definition.

"Das heifit ¢ = 1.

18Gegeben durch die R-Matrix in Definition 2.1.
9Siehe [5] auf Seite 4.
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gegeben ist. Durch Vergleich mit der Produktdarstellung
O1(z;q) = 2¢1 sin(7z) ﬁ 1 —¢*™)(1 — 2cos(2m2)¢*™ + ¢*™) (5.3)
m=1
der jacobischen Thetafunktion ©(z;q) ergibt sich die Relation
Op2(e*™*) = —iei”q’i@l(z; q). (5.4)

Nach Anwendung der Transformationsformel

(NI

—i(—17)2 exp (:izQ) O1(z;€™) = 6, (T;er) (5.5)

folgt

N

Seien €, (1 < p < n) die Standardbasisvektoren des R", versehen mit dem inneren

_ log(z)r v __m
e 1T 0 (—;e log@)T). (5.6)
T

Produkt (€,,€,) = 8,,. Sei €, = €, — = 3"_, ¢,, dann ist das Gewichtsgitter des Typs

n

A,(ll_)l durch P :=>"7_, Ze, definiert. Sei a € P, dann koénnen die Boltzmann-Gewichte des
AS,) 1-Face-Modells

a+26, a+é, B

W it U> Jri(v) =1 (5.7)
a+é€,+6€ a+e, ~ [v]]a, —1]

R U ) /0= e o
a+é€,+6€ a+e v —awl[l]

L WP ) /m0) = 1o o

= ({0, €) — 1) — ({a,6,) —v) (5.10)

(vgl. [5] S. 4) durch die Eichtransformation

W(n4 n;;)_)W<n4 ng)J
ny N9 ny N9

ale, — €)== au (5.12)

(5.11)

symmetrisiert werden. Schliefilich 14sst sich mithilfe von Gleichung (5.6) leicht iiberpriifen,
dass sich aus (5.7), (5.8) und (5.9) im Grenzwert z 1 und a,, — sgn(a,,)ico die
Boltzmann-Gewichte (2.8), (2.9) und (2.10) der A" ,-Spinkette ergeben.2’ Genauer ergibt

sich Gleichung (2.9) mit einem zusétzlichen negativen Vorzeichen, welches allerdings

20An dieser Stelle sei auf die Vertex-Face-Korrespondenz verwiesen, welche hier nicht genauer ausgefiihrt
wird.
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durch eine Ahnlichkeitstransformation mit einem linearen Operator der Form 1 ® e €
End (V ® V) korrigiert werden kann.
Dies folgt direkt aus

im [v] _ sin(Tv)

:}0/1 [v—1]  sin(T(v—1)) (5.13)
im w — _esgn(auy)%ﬁ
glc/‘l [U — ]‘][alﬂ/] Sin(%(v — 1)) (514)

auy—rsgn(auy )ico

und der Identifikation der Parameter v = f—: und r =¢£.

5.2. Ein Kontinuumslimes diskreter Fockraume

Im Folgenden wird gezeigt, wie der Fockraum F durch einen dem Grenzwert in Abschnitt
5.1 entsprechenden Kontinuumslimes konstruiert werden kann. Danach wird ein mogli-
cher Grenzwert angesprochen, in dem die Typ I Vertex-Operatoren der AS_)I—Spinkette
den Typ I Vertex-Operatoren des Agl)—Face—Modells entsprechen. Leider ergibt sich aus
dieser Betrachtung insbesondere Aufgrund der fehlenden Analyse des BRST-Komplexes
keine Aussage tiber die Korrespondenz der Spurfunktion (4.29) und der physikalischen
Korrelationsfunktion der AS_)I—Spinkette.

Seien die bosonischen Oszillatoren 37, (1 < j < n — 1, m € Z\{0}) durch ihre

Kommutatoren

m> Pm _mxsgn(j—k)nmmwé (7£ k)
[nm]e  [rm]e m—+m/,0, J
i
e 5.16
) x—ax! ( )

definiert. Sei auflerdem [ durch die Bedingung
S amHmpl =0 (5.17)
j=1

gegeben. Dann gilt Gleichung (5.15) fur alle 1 < 5,k < n (vgl. [5] S. 10).

Es lasst sich leicht nachrechnen, dass die Bosonen definiert durch

of, = (B — ga)x—jmw (1<j<n-—1) (5.18)
die Kommutationsrelationen
2
. aml, [(r — 1
[a%w O‘fn’] = - i [ajkm] [(T >m] 5m+m’,0 (519)

(=log(x)n)*m [ml,  [rm]
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erfiillen, wobei a;;, die Komponenten der Cartan-Matrix des Typs A,_; seien.

Sei das Integral tiber die reelle Achse durch den Grenzwert der Riemann-Summen

: bg
i / dt (5.20)
meZ\{0}

definiert. Eine Funktion f(m;x) heifit dann integrierbar im Grenzwert = ' 1, falls der
Ausdruck

im Y —log(@)n p ) ::/ F(1)dt (5.21)

e/ Enoy @ —o0

endlich ist. Andernfalls kann [*_ f(¢)dt analog zu [°%_ dt = [ 1dt als ,Integraloperator®

zu f(m;x) definiert werden und
F(t)= D, (fm; ) (522

heifit formale Distribution/Dichte des Integraloperators [ f(¢)d¢. Falls der Grenzwert
f(t) = hm f (LWJ x) fir alle t € R existiert und f(m;z) integrierbar ist, dann

entsprlcht f_ f(t)dt dem tublichen uneigentlichen Riemann-Integral der Funktion f(t).

Unter diesen Voraussetzungen lassen sich die Bosedichten

b(t) = D (od)(0) (5.23)

definieren. Sie erfiillen die Vertauschungsrelationen

[bj(t), bk(t/)] _ _ESinh<%ajk:t) Sinh(:&g—r _) 1) )5

t sinh(7t) sin
Nach der Identifikation r = ¢ entsprechend Abschnitt 5.1 konnen die Bosedichten (5.23)

mit den Bosedichten des Fockraumes F entsprechend Definition 4.4 gleichgesetzt werden.

(t+1t). (5.24)

Die Strome und Vertex-Operatoren des A;l_)l—Face—Modells werden von Jimbo et al.
(vgl. [5]) auf der direkten Summe der Fockraume JFjj, welche von den Moden f7,,
(m > 0) iber den Fock-Vakua |l, k) erzeugt werden, definiert. AuBerdem werden zwei
sogenannte ,,zero mode“ Operatoren P, und @), eingefiihrt, welche als Orts- und Im-
pulsoperatoren interpretiert werden kénnen. Das heifit |[, k) ist ein Eigenvektor zu P,
und e (@@m+a2@n) |0 0) = |m,n), mit geeigneten reellen Zahlen (a;mod Z) # (azmod 7Z).
Bisher wurde gezeigt, dass F im Grenzwert z * 1 mit einem der Fockrdume F;j, identi-
fiziert werden kann. Dies ist konsistent mit der Aussage, dass der ,,Grundzustand® der
Afll_)l—Spinkette eindeutig ist. Dies wird im Fall n = 2 im Paper [2] auf Seite 2 angesprochen,
allerdings nicht weiter ausgefiihrt. Tatséchlich ergeben sich die Strome U;(5) (0 < j < n)

im Grenzwert  ,* 1 aus den Strémen 7;(v), §;(v) (1 < j < n —1) und n,_;(v) nach

iBn

Identifikation der Parameter v = o

und r = ¢ entsprechend Abschnitt 5.1, wenn man den
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von den ,,zero mode“ Operatoren abhéangigen Vorfaktor vernachléssigt. Das heifit es gilt

lim 1 (v) =Uo(5) (5.25)
lim&(v)=0;(8) (1<j<n-1) (5.26)
tim 1301 (v) = Un (B), (5.27)

wobei = anhand der vorangegangenen Erklarungen zu verstehen ist. Definiere die Funktion

[v+1—w]

-1

fo,w) == (5.28)

dann sind die Typ I Vertex-Operatoren ¢, p=1,...,n , des AS,)I—Face-Modells durch

7{“ dz )51(“1) fu—l(vu—l) ﬁ f(Uj - Uj—laﬂ'ju)v (529)

| 2miz J j=1

zj::x i g =,

gegeben, wobei der Operator m,, auf F; als ganze Zahl (¢, —€,,rl — (r — 1)k) wirkt.
Die Integrationswege sind dabei einfache geschlossene Wege um den Ursprung, sodass die

Bedingung

)z < |yl <a7lzgal G=1...,0-1) (5.30)
erfiillt ist (vgl. [5] S. 11). Die Konturen seien im Folgenden die Kreise mit |z;| = 22",
Sei [, k fest, dann ergeben sich die Typ I Vertex-Operatoren der Agll_)l—Spinkette aus der
Betrachtung des formalen Grenzwertes (e, — €,,rl — (r — 1)k) — ico 2! und = 1, wobel
die Parameter nach wie vor durch die Relationen v = w * und r = ¢ miteinander verbunden

sind. Bevor dieser Grenzwert durchgefithrt werden kann, ist es sinnvoll die Substitution
log( a:)n

zj = e2vilos(@) = ¢giay durchzufiihren, sodass
7r2 3
dz; . /m daj —ilog(z)n (5.31)
2miz; s 2mi T .
und die Polstellen bei z; = 'tz | o717, | (K = 0,1,2,...) in der a;-Ebene

unabhdngig von z Abstand > * zur reellen Achse haben (vgl. [5] S. 12). Auerdem kann
an den Grenzwert die Bedingung gestellt werden, dass sich die Faktoren M und
e~ Hen—evrl=(r=Dk) aufheben, d.h. Me‘i@_“ﬂ_(“lm — const. # 0. Auf diese Weise
ergeben sich die Vertex-Operatoren ®7(3) aus den Vertex-Operatoren ¢! (v).?? Schlielich
ergeben sich auch die dualen Vertex-Operatoren CID;(B) auf die gleiche Weise aus den dualen

Vertex-Operatoren ¢7,,(v).

21Dieser Grenzwert ist vom selben Typ, wie der Grenzwert a,,,, — sgn(a,,, )ico in Abschnitt 5.1!
22Der Index j + 1 wurde dabei im Vergleich zum Paper [5] nach oben geschrieben.
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6. Berechnung von Spuren iiber bosonische Fockraume

trr(e”*PO)
trr(e=*P)

berechnen lassen. Die grundlegende Idee ist im Paper [13] von Clavelli und Shapiro auf
Seite 522 skizziert. Da Ihre Methode sich leicht auf mehrere Modi erweitern lésst, reicht

es einen durch einen einzigen Modus b;(—t) =: b(—t), t > 0, iiber dem Fock-Vakuum

In diesem Kapitel wird gezeigt, wie sich Erwartungswerte der Form (O), =

|vac), erzeugten Fockraum F, zu betrachten. Der Kommutator zweier Bosefelder sei durch
[b(t),b(t")] = A(t)d(t +t') gegeben, wobei A(—t) = —A(t) gelte. Die Berechnung von (O),

reduziert sich auf die folgende Schliisselaussage:

Lemma 6.1 (Reduktion auf Vakuumerwartungswerte).

Set O ein linearer Operator auf Fy. Sei F, eine Kopie von Fy erzeugt durch die Bosefelder
a(t), t > 0, dber |vac),, d.h. [a(t),a(t')] = A(t)o(t+t) Vi, t' € R und sei F, @ F, der durch
die Felder b(t) = b(t) ® 1 und a(t) = 1 ® a(t) erzeugte Fockraum, sodass der Kommutator
zwischen a(t) und b(t'), t,t" € R, verschwindet.

Definiere dann
a(t)

b(t) == 13(?% +a(—=t)  b(—t) = o7ttt (E>0). (6.1)

Sei O der lineare Operator auf Fy, @ F., der sich durch die Ersetzung b(t) — b(t) aus O

ergibt. Dann entspricht der Erwartungswert (O)y dem Vakuumerwartungswert von O, d.h.

trr(e P O)

ey = (el Oluae), (62)

wobei |vac) = |vac), ® |vac),,.
Beweis. Siehe Anhang B. O

Die Anwendung des Lemmas auf zwei Bosefelder b;(t) und by (t') ergibt

(b3 ()b(2) = 1_1€_M[bj(t)bk(t’)], (6.3)

was sich durch direktes Nachrechnen leicht tiberpriifen lasst. Allgemeiner kann mit dem
Lemma der Korrelator zweier Stréme berechnet werden. Zudem ergibt sich eine Art
Wick-Theorem, wobei nur die Strome U;(;) und Ug(f52) mit (|j — k| mod n) < 1 einen

nichttrivialen Korrelator (# 1) besitzen.

Proposition 6.2 (Korrelatoren zweier und beliebig vieler Stréme).

1. Der Korrelator zweier Strome U; und Uy, ergibt sich mit Lemma 6.1 zu

trr (7P exp (= JP5 bi(t)e ™t dt) - exp (= J°5 br(t)e ™)
(U (B1)Uk(B2))5 = a de (z)fr]:(e—A)D) Lttt

o0 h(3 +i(8) — Bo)t
— const. exp ( /O At (2Sm£((éj) ) )dt>, (6.4)
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wobei const. = exp(f2° 2D gy ynd [b;(1), b ()] =: Aj()6(t + 1)) Vi, k ist.??

ert—1

2. Der Korrelator beliebig vieler Strome ist gegeben durch

<Uj1 (51) T UjN (BN»)\

trr (e‘AD : exp (— 25 biy (t)eiﬁltdt) D eeeoexp (— 250 bin (t)ei'BNtdt> :)
B trr(e D)
= const. H exp (/ Ajkjl (t) COSs ( 2 + Z(B){f 6]1) )dt> : (65)
1<k<I<N 0 smh(;)
wobei const. nicht von [, ..., n abhdngt.
Beweis. Siehe Anhang B. O

Anmerkung 6.3. An diesem Punkt stellt sich die Frage der Wohldefiniertheit der Aus-
driicke in den Gleichungen (6.4) und (6.5), da die Funktionen Aj,(t) beit =0 einen Pol
erster Ordnung haben. Da ausschlieflich meromorphe Funktionen integriert werden, ldsst

sich das Problem lésen, indem Integrale tiber die positive reelle Achse als Kurvenintegrale

/0 t)dt _/f lome (6.6)

definiert werden, wobei die Kontur C gegeben durch

C

so gewdhlt wird, dass f keine Polstellen in C'U Int(C)\R, hat.* Die Linien parallel zur
reellen Achse sind dabei ins Unendliche fortzusetzen.
Auf dieselbe Weise lassen sich Integrale tiber die negative reelle Achse nach dem Variablen-

wechsel t — —t definieren.

Mit Proposition 6.2 kann schliefllich die Spurfunktion GE\N) (B, - BNIBN+1, - -+, Pan)
entsprechend Gleichung (4.29) berechnet werden. Hierfiir ist es sinnvoll, zuerst die ana-
lytischen Fortsetzungen der Zweipunktfunktionen definiert durch die Integrale (6.4) zu

bestimmen.

23Ajk(_t) = —A,;(t) wie oben.
24 Dabei bezeichnet Int(C) das Innere von C.
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Proposition 6.4 (Zweipunktfunktionen - Strome).

Die analytischen Fortsetzungen der Zweipunktfunktionen (6.4) sind gegeben durch

(Uo(B1)Uo(B2))\ = (Un(B1)Un(B2)) 5 = const. Ex(B1 — B2), (6.7)
(Uo(B)Un(B2)) 5 = (Un(B1)Uo(B2)) 5, = const.EX(B1 — Ba), (6.8)
(U1 (B)U;(B2)), = (Ui (B1)Uj-1(B2))

_ const.p(fy —52>sinh( (ot fj)) 1<i<n), (69)

(Ui (B1)U;(B2)), = const.y(By — 52) .

1<j<n—1), (6.10)

wobei die Funktionen E\, EY, ¢ und ¢ durch

Ss(—if + 25)S3(iff + 22 + \)

B = g B ZOss 1 Ee v o1
. B S3(—if +m)95008 + 7+ )
Ex(8) = Ss(—iB+ 7+ Z)S5(if + 7+ Z + \)’ (6.12)
1
p(B) = SQ(¢5+7T) e iﬁ+§)’ (6.13)
Y(B) = S2(ifs + )52(25 - z) (6.14)

definiert sind. Hierbei wurde S3(8) := S3(B]2m, A, 22€) und S»(8) := S2(B|A, 25€) gesetzt
(siehe Anhang A). Wie oben bezeichnet const. einen nicht von 3 abhdangigen Vorfaktor
(vgl. [1] S.1195).

Beweis. Die Ausdriicke lassen sich mithilfe der Eigenschaften der Multi-Sinusfunktionen

verifizieren, welche in Anhang A aufgelistet sind. O]

Anmerkung 6.5. Entsprechend der Referenz in Proposition 6.4 sind die Zweipunktfunk-
tionen bereits im Paper [1] auf Seite 1195 angegeben. Beim Nachrechnen dieser Relationen
stellt sich heraus, dass die Relation fiir den Korrelator (U;—1(81)U;(B2)), in [1] falsch
ist. Zudem ist auch der Korrelator (U;(81)U;(52)), fehlerhaft, da neben einem Tippfehler
die Parameter w; = A und wy = %”f vertauscht worden sind. Aus diesem Grund wird
Gleichung (6.9) in Anhang B bewiesen. Es sei darauf hingewiesen, dass diese Relationen
im Fall n = 2 bereits im Paper [3] von M. Jimbo et al. auf Seite 19 zu finden sind, wobei
in diesem Fall B\ = EY ist.
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Mit den Vertex-Operatoren gegeben durch die Gleichungen (4.20) und (4.21) ergibt sich
der Ausdruck

2N
M (Biy - BNIBN41s 3 BoN )y ey VTN = (g 2) Ve 3¢ L P
n
2¢

([t S T
ol \ /oo 2mi —oo 2mi [T 1+1smh(%(az(i)1—az(k)—%))
2N 0 doégk) da(k o3ealy

AL (/oo e sinh( (o ““)—af’“a—iz»)

AU (B1)Una (@) -+ Usia (@) -+

Un(B3)Un-1 (. h) -+ Uy (v 1)

Ve (@) U3 (0N Uy (B -+
U (@ZN0) - U3 (™) Un (B ) (6.15)

fiir die Spurfunktion Gg\N)(ﬂl, s BN|BN+1, - -+, Pan) entsprechend Gleichung (4.29), wo-
bei o) = aék) = [ fur alle k = 1,...,2N gesetzt wurde. Der Korrelator unter dem
Integral lasst sich im Prinzip mit Proposition 6.2 und den Relationen in Proposition
6.4 berechnen, ist aber im Allgemeinen etwas unhandlich. Deshalb ist die allgemeine
Formel fiir G&N) (Bi, .-, BN|BN+1s - -+, Bon) im Anhang C angegeben. Im Spezialfall der

1-Punkt-Spurfunktion und € = ¢; = €5 vereinfacht sich die Formel zu

© da ©o dOén_
GE\l)lez): = const. EX(f1 — /) /_ ; /oo 2772'1

. eg%(oceJrae-v—l*(BlJrﬁ?)) sinh <2§ <oz€+1 >> H Oélg — O 1 (616)

2mi

wobei a,, = 1 und oy = [ gesetzt wurde. Die Korrektur der Ergebnisse des Papers [1] von
T. Kojima und S. Yamasita ist also durch Gleichung (6.16) und Gleichung (C.1) gegeben,
wobei sich mit Gleichung (C.1) sogar die Spurfunktionen mit € # ean1-x (K =1,...,N)

berechnen lassen.
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7. Vergleich der Korrelationsfunktionen

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse dieser Arbeit im Fall n = 2 mit den Ergebnissen
von Jimbo et al. [3] verglichen. Eine ausfithrliche numerische Analyse der Gleichungen
(6.16) und (C.1) steht noch offen. Wie sich herausstellt, unterscheiden sich die Ergebnisse
in einem Detail. Dies wurde bereits am Anfang von Abschnitt 4.2 angesprochen. Sei
im Folgenden also n = 2. Dann unterscheidet sich der Vertex-Operator, gegeben durch
die Gleichung (4.20) und j = 1, von dem Vertex-Operator Z’ () im Paper [3] nur um
den Faktor e3(@ % = ¢ 8 ynter dem Integral. Der duale Vertex-Operator gegeben
durch Gleichung (4.21) und j = 1 stimmt mit dem Vertex Operator Z’, tiberein. Hierbei
ist die Identifikation der Parameter entsprechend &xojima = Ejimpbo + 1 vorzunehmen.
Deshalb unterscheiden sich die Spurfunktionen G (81, ..., By |Bx+1s- - - Bon )y 1o ez
und G(By, -+, By Brtty -+ Bon) 4t —nm, Welche im Paper [3] auf Seite 18 durch Gleichung
(4.9) gegeben ist, um den Faktor e%(zgzlo”\’*"'_ﬁN*k) unter dem Integral. Die Vertex-
Operatoren in den Gleichungen (4.20) und (4.21) entsprechen im Prinzip einem Grenzfall der
Vertex-Operatoren, welche von S. Lukyanov im Paper [12] eingefithrt wurden. Hierzu ist auf
Seite 16 f. von Jimbo et al. eine Anmerkung zu finden, in der dieser Unterschied erklart wird.
Da Sie nicht in der Lage waren, die Formeln fir die physikalischen Korrelationsfunktionen,
welche Sie in dem Paper [2] gefunden hatten, mit den Operatoren von S. Lukyanov zu
rekonstruieren, haben Sie die Faktoren weggelassen. Diese Faktoren konnten im Grunde
auch fir beliebigen Rang (= n — 1) weggelassen werden, sodass die Spurfunktionen
in den Gleichungen (6.16) und (C.1) zumindest im Fall n = 2 ein bekanntes Resultat
reproduzieren. Der Beweis der Relationen in Abschnitt 4.1 steht fiir diese modifizierten
Operatoren ebenfalls noch offen, sollte aber analog zum skizzenhaften Beweis dieser
Relationen, im Paper [1] von T. Kojima und S. Yamasita, fiir die nicht modifizierten

Operatoren durchfithrbar sein.



8 Zusammenfassung 38

8. Zusammenfassung

Die Ziele dieser Arbeit, die Durchfithrung eines Grenzwertes ausgehend vom elliptischen
AS,) 1-Face-Modell, die Erarbeitung der Methoden zur Berechnung von Spuren iiber Pro-
dukte von Vertex-Operatoren, die Uberpriifung der von T. Kojima und S. Yamasita
konstruierten Integraldarstellungen und der Vergleich dieser Integraldarstellungen mit
bekannten Resultaten konnten weitestgehend erreicht werden.

Leider lasst sich aus dem Grenzwert des Agll_)l—Face—Modells, genauer dem Kontinuumsli-
mes, indem sich die Vertex-Operatoren von T. Kojima und S. Yamasita ergeben, keine
genauere Aussage iiber die Interpretation der mit diesen Vertex-Operatoren konstruierten
Spurfunktionen GE\N) treffen, welche zumindest eine Losung der ¢KZ-Gleichungen (2.3)
und (2.4) darstellen.

Die Methoden zur Berechnung von Spuren tiber Produkte von Vertex-Operatoren wurden
vollstandig erarbeitet, sodass die Resultate des Papers [1] von T. Kojima und S. Yamasita
iiberpriift werden konnten. Es stellt sich heraus, dass die Berechnungen von T. Kojima
und S. Yamasita fehlerhaft sind. Genauer wurde eine der Relationen fiir die Korrelatoren
zweier Strome falsch berechnet, sodass die angegebenen Integralgleichungen fiir die Spur-
funktionen ebenfalls falsch sind. Die Relation wurde deshalb in Form eines kurzen Beweises
korrigiert und die Integralgleichungen berichtigt. Anschliefend konnte eine allgemeine
Integralgleichung fiir die Spurfunktion GE\N) angegeben werden, mit der sich auch die
Eintrage aulerhalb der Diagonalen €, = eay1-1 (kK =1,..., N) berechnen lassen.

Der Vergleich der (korrigierten) Resultate des Papers [1] und der Resultate des Papers [3]
im Fall n =2 zeigt, dass sich die Vertex-Operatoren, sowie die Integralgleichungen fiir die
Spurfunktion G&N) von Vertex-Operatoren und Integralgleichungen im Paper [3] in einem
Detail unterscheiden. Dieses wurde von M. Jimbo et al. bereits in Form einer Anmerkung
thematisiert. Da die Vertex-Operatoren von M. Jimbo et al. die Integralgleichungen des
Papers [2] reproduzieren, fiithrt dies zu der Vermutung, dass die Spurfunktion GE\N) nicht
mit der physikalischen Korrelationsfunktion der Agll_)l—Spinkette iibereinstimmt. Eine nu-
merische Uberpriifung dieser Vermutung und die Betrachtung geeigneter Grenzfille wurde
bisher nicht durchgefiihrt.

Schlieflich wurde auf eine mogliche Modifikation der Vertex-Operatoren analog zur An-
merkung von M. Jimbo et al. hingewiesen. Eine numerische Analyse, sowie der Beweis der
Vertauschungs- und Inversionsrelationen fiir die modifizierten Vertex-Operatoren waren
deshalb mogliche néchste Schritte. Zuletzt konnte auch eine genauere Analyse der Bosoni-
sierung des Afllll—Face—Modells zu einem Aussagekraftigerem Kontinuumslimes beitragen.
Hierzu wére fiir den Fall n = 2 ein Vergleich der Ergebnisse der Paper [3] und [11] ein

erster Anhaltspunkt.
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A. Multi-Gammafunktionen

Urspriinglich wurden die Multi-Gamma- und Multi-Sinusfunktionen von Barnes ([14] und
[15]), Shintani ([16]) und Kurokawa ([17]) eingefithrt. Im Folgenden soll ein Uberblick

iiber die wichtigsten Eigenschaften der Multi-Gamma- und Multi-Sinusfunktionen gegeben

werden (vgl. [2] S. 17 ff.). Sei w := (w1, ...,w,) ein r-Tupel komplexer Zahlen mit

positivem Realteil und sei n - w :=nyw; + ... + nw, (n = (nq1,...,n,)) und

|w| ;== w1 + ...+ w,. Dann kann man folgende verallgemeinerte Funktionen definieren:

Multi-Hurwitz-Zeta-Funktion

Multi-Bernulli-Polynome

trext tn
= 7 .7 4N 7Brn
Lot 1) - e

Fir r = 1 sind diese mit den iiblichen Funktionen durch die Relationen

s alen) = wi "G, ),

1
=200
[ (z|wy) = wy Word
1 T
alafer) = — (W) +loglen) )
T

Si(x|wy) =2 sin(w—l)

verkntipft. Thre grundlegenden Eigenschaften sind gegeben durch:

(A.2)

(A4)

(A.5)
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Funktionalgleichungen Sei w(i) := (Wi, ..., Wit Wit1,. - -, wr).
Gr(s, 2+ wilw) = G (s, 2[w) = G (s, z|w(i)), (A.6)
R A0
e = S (48)
By yn(z + wilw) — Brn(z|lw) = nBy—1n-1(z, w(i)). (A.9)

Analytizitat (.(s,z|w) lasst sich als Funktion von s meromorph auf die komplexe
Ebene fortsetzen mit den einfachen Polstellen bei s = 1,...,r und fiir n € Z gelten

die Gleichungen

G noal) = phlVal) (0> ),

Gr(n, wlw) = (=1)"

n!

mBr,nﬂ(l’@) (n > 0),

B, ,_n(x|w)
(n—1D)l(r —n)!

lim G, (s, 2luw) = (~1)""

5—n

(r>n>1).

I, (z|w)™! ist beziiglich x eine ganze Funktion und T',(z|w) ist meromorph mit
Polstellen bei x = n - w (nq,...,n, <0). S.(z|w) ist beziiglich x eine ganze
Funktion, falls r ungerade ist. S,(x|w) ist meromorph, falls r gerade ist. Die Null-

und Polstellen sind gegeben durch

r:ungerade Nullstellen beix =n-w (ng,...,n, > 1 oder nq,...,n, <0),
r : gerade Nullstellen bei z =n-w (ng,...,n,. <0),
Polstellen bei z =n-w (ny,...,n, > 1).

Alle Null- und Polstellen sind einfach, solange die n - w disjunkt sind.

Integraldarstellungen Sei R(x) > 0, dann gelten die Integraldarstellungen

—t)st dt
(s, 7lw) = /H )

— ewit) 2mi

log(I'y(7lw)) = 7( ;) B (wlw) +/ T - log(e w)z);rt@'t’

—1) e~ %] t dt
U (x|w) = 7( r!) B, (z|w) — /c Hfl(loig(ew)it)%i’
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wobei v die Euler-Mascheroni-Konstante, log der Hauptzweig des Logarithmus, I’

die Gammafunktion und die Kontur C' durch

C

gegeben ist. Die Linien parallel zur reellen Achse sind dabei ins Unendliche

fortzusetzen.?®

Insbesondere gelten im Fall » = 2 die Formeln

sinh((z — «1te2)t) dt
1 _ 2 _p 9t
og (% (7)) /C ZSinh(let) Sinh(%ﬁ) l t)Qm't’ (0 <R(2) <wr+w)
So(z + w1 |w) 1
_ A.
Shlel)  2sn(Z)’ 10
S (]w) Sa(—2|w) = —4sin( ) sin(""), (A.11)
w1 Wa
Sy(alw) = —2— 3+ 0(z2) (z— 0) (A.12)
AT o, ’ '
w w w)p tw
Sa(wilw) = |, Sa(Flw) = V2, Sa(———|w) = 1.
W1 2 2
Im Grenzwert x — oo (£3(x) > 0) hat man die Asymptotik
o a? wy + wy 1w w
og(Sala)) = i (= ST L)),
20 — Wy —
log(Ss(a + z|w)Sa(a — z|w)) = £mi— L7201 o(1). (A.13)

25Wegen Cauchys Integralsatz kann C' auBerhalb der positiven reellen Achse beliebig deformiert werden.
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B. Beweise

Beweis von Lemma 6.1.

Entsprechend der Bemerkung am Ende von Kapitel 4 reicht es, die Aussage fiir einen
durch abzéhlbar viele Bosonen erzeugten Fockraum zu zeigen. Spezieller sei F;, der durch
das Boson b* vom Grad 1 (= b_,) tiber |0), erzeugte Fockraum, sodass ,(vaclvac), = 1.
Der Kommutator sei durch [b, b] = 1 gegeben. Sei O(b, b") ein linearer Operator auf F,
und sei D = b*b der Gradoperator des Fockraumes F;. Sei F, eine Kopie von F;, erzeugt
durch das Boson a™ iiber |vac),. Auf F, @ F, seien dann die Bosonen b",b,a*, a, durch
ihre natiirliche Erweiterung auf das Tensorprodukt gegeben, i.e. b™ = b" ® 1. Dann wird
Fy @ F, von b und at iber |vac) = |vac), ® |vac), erzeugt. SchlieBlich ist

tr7, (e PO, b)) = D (vacl b"e * O (b, b*) (b*)" [vac)

neN

(
= (vac| e®e P O(b + a*, bt |vac)
2 (pac| e *Pe e Y O (b + at, bT) |vac)
(vac| e e O(b+ at, bt) |vac)
(vac| €a+b+ee’>‘(a+b+)(b+a+)o(b +at, b+) |vac)
(

?7&/6’ ee—k(a+b+)(b+a+)0(b+ a/+’ b+) |176\L/C>

1 o e Mab .

> : 5 (vacler==*O(b 4 a™, b") [vac)
—_ e_

1 b a e_kab
- e + pt e Py
_1_“<vac|(9<1_e)\—|—a ,b +€)\_1>@1 N |vac)

1 __ b - a .
= 1_767/\<UCLC|O 1 — e +a ,b + o — 1 |UCLC>. (Bl)

Dabei wurde 1. (vac|a"(at)™ |vac) = n! und 2. die Homogenitat des Gradoperators
eMbe=* = ¢ b verwendet, 5. ist noch zu zeigen. Anstelle von 3. und 4. kann auch
direkt die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel (BCH) angewendet werden.

Wegen trz, (e ) = 12 e = = ist deshalb

+ _ tr b(eiADO)
<O(b, b )>/\ = tffb(e_/\p)

:@ao( —|—a+,b+—|—e/\CL_1>|17dJc>. (B.2)

1—e 2

Die Rechnung fiir ein Boson b(—t) vom Grad ¢ > 0 verlauft analog.

Sei also

b(t) == T =) (=)= +b(—t) (t>0), (B.3)
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dann folgt
_ 1 . SN T _
trr, ., (e MPOB(t),b(—1))) = T o (vac| O (b(t), b(—t)) |vac) , (B.4)
sodass ebenfalls
(O(b(t), b(—t))x = (vae| O (b(t), b(~t)) [vac) (B.5)
folgt. Damit ist Lemma 6.1 bis auf die Aussage 3. bewiesen.
Zu 3.: Es ist
00 —A + +
(vac| e et brat) — (e Z (o + bk3(b +a*))"
& e Pk (b4 at)b
= (vac| z_: i
00 p—kA k o
vac|z i Z<>b+a ~I(a*)0)
00 p—kA k
= (vac| Z Z bk a(
k' =
]_
—kXx k k )
—J
- (el > > (j)
]_
o (ba)k=J
S ()
k=a+p3
= o+ )(ba)ﬂ —(a+B)A
= (vac| ——e¢
ZBZ ()G
—)\ B oo
= (vac| Z ba > (oz * 6) e
I =\ «
& (e*’\ba)ﬁ 1d% =,
= (vac — e
< |B§:O (B! plda? ;:0
& (e M) 1 A1 I B
= — = —e=X, B.
e BZO (B)! pldzf1l—e A (vac] T—e" (B-6)
Hierbei bezeichnet (a*)V) := (kf!j)!ak*j die j-te formale Ableitung von a*.
Aussage 6. ist noch zu zeigen.
Zu 6.: Per Induktion nach ! (und k) ist
l .
"(b+a') Z() (b+ a7 (aF)D, (B.7)

Jj=0

l=1: Aus

alb+a*)=1+(b+a")a

(B.8)
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folgt induktiv

a"b+a")=ad" ' b+aa+ad ' =... = (b+a")d" + kd" (B.9)
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Beweis von Proposition 6.2.
Per Definitionem sind die Stréme U;(3) durch
U;(B) =: exp (— - bj(t)ewtdt> =
exp <— /OO bj(—t)e_wtdt) exp <— /OO bj(t)e’ﬂtdt) (B.11)
0 0
gegeben.
Damit berechnet sich unter Anwendung von Lemma 6.1 und der
Baker-Campbell-Hausdorff-Formel (BCH) der Zweipunktkorrelator (6.4) zu
(U;(B1)Uk(B2)), =
(exp (— /OOO bj(—t)e_wltdt> exp (— /OOO bj(t)eiﬂltdt>
exp (— /Oo bk(—t)e_wﬁdt) exp <— /oo bk(t)ew?tdt>>,\
0 0
Lemréa 6.1
. o ( a;(t) —ip
(0| exp (—/0 (e”j— . + bj(—t)> e 1tdt>
o b;(t) i3
exp (—/0 (aj(—t) ] _J e/\t> e 1tdt>
_ o a’k(t) _ —ifat
exp( /0 (e/\t T + b ( t)) e "2t
o bk(t) 82 0
exp (- /0 (ak(—t) = eM) tdt | |0)
BCH
o Ajr(t)  is—pant
exp(/o 1—j€_>‘t6( =Bt gy
o Aji(t)
exp (/0 e’\i]— 1dt>
o0 Akk(t)
exp (/0 v 1dt
exp / * Anll) iy
0o eM—1
o0 Ajk(t)ch()\t/Q + Z(ﬁl — Bg)t)
dt
P </0 sh(\/2)
2o Ajj (t) + Apn(t)
dt | . B.12
P </0 eM—1 ( )
Per Induktion nach N ergibt sich Gleichung (6.5) fiir den N-Punktkorrelator. O
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Beweis von Gleichung (6.9).

1. Nach Proposition 6.4 ist der Korrelator (U;U;_1), durch exp (ffooo th(t)%)

sin mHE—1)
gegeben, wobei A(t) = M ist. Damit folgt Gleichung (6.9) aus der

Behauptung

e —i(B1—P2)t .
exp (/OO th(t)eeMl> = const.p(B1 — B2) sinh ( (Br— B2 — Z;:)) . (B.13)

26

Um diese zu zeigen, wird die Funktionalgleichung fiir Sy benétigt, welche im
Anhang Teil A zu finden ist, und durch

So(z + w1 |wr, wo) B 1
Sa(zlwr,wa)  Si(zlws) (B.14)
gegeben ist, wobei Si(x|w) = 2sin(7x/w).
Damit ergibt sich die folgende Gleichung:
sinh < 5(61 Ba — ’m‘)> — —jsin (W(i(ﬁl _2752) + Z))
=i Sy = Ba) + Z A 22 '
2 S8 — B) + T+ AN ZE) (B.15)
Wegen
1
P(B1 — fa) = S =B T I B 5 (i — ) + I B (B.16)
ergibt sich
sinh ( f(ﬁl 62 - Z:;)) . @(61 _ 62>
i .
T2 S5(i(Br — Ba) + T+ AN, 2ZE)So(—i(Br — fa) + I[N, ) (B.17)

Schliefflich lasst sich die Integralgleichung

sinh((z — “542)¢)
2t sinh (%) sinh(#2%)

log(Ss(z|w, ws)) = /OOO dt VO < R(z) <w; +ws (B.18)
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anwenden (sieche Anhang A), um den Beweis von Gleichung (6.9) abzuschlieBen:

1
Sa(i(Br — Bo) + I + AN, 2F )52(—2(51 ) 2|\, 256

(=
2t Smh(%) sinh(Z&t)
— exp (/00 dtsinh(%(f — 1)t) cosh((i(B1 — B2) + %) ))

= exp (_ /OOO dtsinh((i(51 B2) )t) +sinh((—i(B1 — B2) + = — +2”£)t))

¢ sinh(4!) sinh(Z&t)
o0 cosh((i(f1 — Ba) + 5 % e—i(B1—p2)t
= exp (/0 dtA(t) ( <§nh(§)) - )t)> = exp </_oo th(t)e,\t_1> ;
(B.19)

wobei im letzten Schritt A(—t) = —A(t) verwendet wurde.

2. Wie bereits angesprochen ist diese Zweipunktfunktion im Fall n = 2 bereits im
Paper [3] von Jimbo et al. durch Gleichung (4.15) gegeben. Die Parameter der
Paper sind dabei durch xojima = §simpo + 1 miteinander verbunden. Dies lasst sich
anhand des Endergebnisses leicht iiberpriifen.?®

Entsprechend Gleichung (4.15) in Jimbos Paper muss das Produkt

o 51nh(”t§) eiB—a)t 4 o—i(B—a)t
w'(a — B)exp (/0 dt . (B.20)

tsmh(%ﬂ)) 1

berechnet werden.
Laut Definition ist die Funktion w’(a — ) bis auf einen konstanten Vorfaktor (,~*)
durch

o gy Tamlila =9 +5)
R v e e ) ey

1)
[(ila = B) + 3Im(€+ 1))
(€ +

€+

_ - (B.21)
Iy(i(a—B) + 1) =3l + 1))
definiert.?” Fiir die zweite Gleichung wurde dabei die Definition
[ (z|lw) = e(*_’)log(w)% verwendet.
Nun kann die Integraldarstellung von I'; gegeben durch
r 1 o dt e
log(T" = / _— B.22
og(Tu(al) == (= =3 ) + [ T (.22)

verwendet werden, wobei v die Euler-Mascheroni Konstante ist.

26Trotzdem werden in dieser Rechnung, um Missverstédndnisse zu vermeiden, ausschlieBlich Jimbos
Parameter verwendet.
2"Dieser wird in Jimbos Paper angegeben, ist fiir die Rechnung allerdings irrelevant.
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Damit ergibt sich

8
.

t o~ (ia=B)+5)t _ o—(i(a=B)+m(E+1)—F)t
1 — e+t )

(L
oo dt e~ (a=AI+3)t (] — e=méh)
(L )

= exp 1— e*ﬂ‘(&‘i’l)t
o0 sinh(5&t) ,
= exp / dt———2> 7 p=ila=f) | B.23
( 0 tsinh(L(gﬂ)) ( )

woraus die Behauptung

o0 sinh (=& i(B—a)t | o—i(B—a)t
w'(a— ) exp (/ dt— (57 e /\je —
0 e —

t sinh(™EH) 1
0o sinh g i(B—a)t , At —i(B—a)t
exp / dt (t(2§+>1) ¢ e/\t+e =
0 t¢sinh(&=5—) eM —1

oo NNES i(f—a)t  i(A-a)t
exp (/ g5 (%) (e e )) _
0

tsinh(@) M1 e M

o0 efi(ﬁfa)t ei(ﬂfa)t o0 efi(ﬁfa)t
exp < /0 WA — s )) — exp ( / th(t)eM_1> . (B.24)

—0o0

folgt.
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C. Aligemeine Formel fiir die Spurfunktion G&N)

Die allgemeine Formel fiir die Spurfunktion GE\N) (B, -, BNIBNs1, - -+, Pon) st

n 2N
M) (ﬁla cee 76N|6N+17 s 752N)e1 eN€N+1M€2N = const.e 2% Zk:l Br
II  (Ex(Briw — Byr) EA(Br — B1)) H (EX(Br — Bny1))
1<k<I<N kl=1
o®
ﬁ /OO dgifl—l /oo dOé 625 ek+1
LV N T b (ofl ol )
(e
heN1 \J—oe 2T —oo 2mi TI¢k, Sinh(z%(Oél(k) _ O‘l(k)l _ %))
N [€EN+k .
N+k N+k n N+k N+k UK
LT (el = ol s a0 = ol - 7))
k=1 L i1=1
n—1 -
(k) B no (k) (k) T
: H o(apyy — ap”’) sinh ((O‘l 10— )))
l=€+1 < " 25 " n

11 II D(ad+D) _ o (V+D) sinh (5 (aj ™ — afp™))
m m Slnh(%(a%v_‘_k) o O[%V-H) i %))

1<m<min(en4k,eN+1)

inh(=(a®) — q®
I, (oo et

. k
1<m<min(eg,e; Slnh(%(O{( ) — Qm 2;”))

H (SD(OéffZVJrk) — a,(ﬁ:“ll)) sinh (25 (a(N+k) %lel) m)>>

1<m<min(entk,eN+1—1)

l n l ™
M (et s (el — otk - )
)

1<m<min(eg,e;—1 n

n N4l) T
H (@(Oz%\“-k) _ O‘ﬁn )> sinh (25 (agl\f—l-k) _ O‘Enjl) o n)))

1§m§min(eN+k 7€N+l+1)

I (@(afff) ~ o ) sinh (;gmff? NI ”>))]
€k El+1)

1<m<min(eg, -
k=1 | ex<m<en4 Sinh(%(agj) — N 2;”))

11 (@(agf) _ afg:rll)) sinh (”(&7(71:) _ &%\Czl) B 7rz)>>

ex<m<en4;—1

I (w(aﬁy—aﬁiﬁ”)smh(;(a(“ aW—f)))]. )

ep<m<en4;+1

Dies lasst sich zum Beispiel per Induktion tiber N € N zeigen, ergibt sich aber auch aus

kombinatorischen Uberlegungen und der Anwendung von Proposition 6.2.
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