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1. Einleitung

Die sogenannte ,,Sine-Gordon“ Gleichung d,9"¢ + sin ¢ = 0 ! ist eine nichtlineare partielle
Differentialgleichung zweiter Ordnung in einer Raum und Zeitdimension. In Verbindung
gebracht wird diese Gleichung mit der Beschreibung von Fléachen konstanter negativer
Krimmung (die Pseudosphére mit Kriimmung —1 bzw. —1/r2) [4], von eindimensiona-
len Kristallgitterstorungen [5], der Ausbreitung des magnetischen Flusses in Josephson
Kontakten [3], der Wellenausbreitung in magnetischen Materialien [14], der Anregung
von Phononenmoden [12] und der Ausbreitung von Deformationen entlang der DNA
Doppelhelix [6].

Man kann diese Gleichung als eine nichtlineare zweidimensionale Erweiterung der in der
Teilchenphysik bekannten Klein-Gordon Gleichung verstehen, bei der der lineare Teil durch
Terme hoherer Ordnung erganzt wurde. Die Bezeichnung ,,Sine-Gordon® hat sich in der
Fachliteratur durchgesetzt, und wird deshalb hier verwendet. Das Sine-Gordon Modell ist
eine der einfachsten nichtlinearen relativistischen Feldtheorien.

Da die Sine-Gordon-Gleichung solitonenartige? Losungen zuldsst, wurde sie im 20. Jahr-
hundert intensiv untersucht. Insbesondere gab es viele Ergebnisse in der quantenfeldtheo-
retischen Betrachtung von Gleichungen mit Solitonenlésungen, da man diese quantisieren
kann [15].

Neben der Méglichkeit schnell abfallende Anfangswertprobleme mithilfe der Inversen
Streutransformation zu 16sen, bildet die Sine-Gordon Gleichung ein unendlichdimensio-
nales Hamiltonsches System und kann geometrisch als Nullkrimmungsbedingung (engl.
Zero Curvature Representation) eines auf einem Vektorbiindel definierten Zusammenhangs
dargestellt werden. Daneben besteht die Moglichkeit der Konstruktion von Wirkungswinkel-
variablen, sowie unendlich vielen Erhaltungsgrofien, deren Poissonklammern verschwinden.
Die Gleichung ist deshalb im Sinne der Hamiltonschen Mechanik?® integrabel. (vgl. [13]
S.510-515)

Parallel zur Sine-Gordon-Gleichung gibt es eine ganze Klasse von Gleichungen mit diesen
Eigenschaften, deren Analyse ein grofies Spektrum der Mathematik benotigt. So finden bei-
spielsweise Methoden aus der Funktionalanalysis, der Funktionentheorie (bzw. komplexen
Analysis), der Differentialgeometrie, der Gruppentheorie und der Theorie der Lie-Algebren
ihre Anwendungen. (vgl. [10] S.424-425)

Formal wurde das Anfangswertproblem, welches mit der Sine-Gordon Gleichung verbunden
ist, erstmals von Ablowitz, Kaup, Newell und Segur fiir schnell abfallende Felder durch

die Inverse Streutransformation [11] gelost.

1Unter Verwendung der 2D Minkowskimetrik diag(1, —1) und der Einsteinschen Summenkonvention
2Solitone = einsame Welle
3In Analogie zum Liouville-Theorem fiir endlichdimensionale Systeme
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1.1. Inverse Streutransformation

Ziel dieser Arbeit ist das Verstandnis der sogenannten Inversen Streutransformation fiir
das Sine-Gordon Modell, einem nichtlinearen Analogon der Fouriertransformation, welches
dazu verwendet werden kann, nichtlineare partielle Differentialgleichungen mit gegebenen
Anfangswerten zu 16sen.

Das Prinzip der Inversen Streutransformation kann genau wie die Fouriertransformation

durch ein kommutatives Diagramm dargestellt werden,

F: Direkte Streuung

(71'0(I,0),Q0(Z‘,0)) S<)\7 0)
7: Inverse w(k):
Streutrans formation Dispersionsrelation
(WO(xat)7(¢0($at)) S()\,t)

F~1: Inverse Streuung

wobei .# als Abbildung (7, ¢) — S()) den nichtlinearen, von einem Spektralparameter
A abhéngigen, Variablenwechsel angibt und

S(A) = (a(A),b(N); Ay cnyn=1,...,N) (1.1)

den Streudaten im Falle des Sine-Gordon Modells entspricht, deren Zeitentwicklung durch
lineare Gleichungen (meistens gewohnliche Differentialgleichungen) bestimmt ist. Insgesamt
beschreibt dieses Schema eine nichtlineare Variablentransformation von den physikalischen
Feldern (g, ) zu den Streudaten S(\), welche das System linearisiert (vgl. [9] S.82).
Aus der Perspektive der hamiltonschen Systeme kann die Inverse Streutransformation als
ein Variablenwechsel von physikalischen Feldern zu einem unendlichen Set von Wirkungs-
winkelvariablen angesehen werden, welche aus den Streudaten konstruiert werden kénnen
(vgl. [10] S.90). Die Vielzahl an mathematischen und physikalischen Méglichkeiten (z.B.
zur Konstruktion von Losungen oder lokalen Bewegungsintegralen) ist typisch fiir diese
Art von nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen, sodass in dieser Arbeit nur ein
kleiner Teil aufgegriffen und erklart werden kann.

Als Hauptquellen dieser Arbeit konnen die drei Biicher [9], [13] und [10] genannt werden,
wobei die Inverse Streutransformation fiir das Sine-Gordon Modell insbesondere auf den
Seiten 393-456 im Buch [9] und auf den Seiten 486-515 Kap. 13 im Buch [13] dargestellt
ist.

Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, die Inverse Streutransformation fiir das Sine-Gordon

Modell klar und verstindlich wiederzugeben und zu erkléren.

4Die erarbeiteten Seiten sind am Abschnitts-/Kapitelende nach dem letzten Satzzeichen durch
(vgl. [?] S.77-77) angegeben.
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2. Die Sine-Gordon Gleichung

Genau wie die Klein-Gordon Gleichung ist die Sine-Gordon Gleichung lorentzinvariant.
Aus physikalischer Sicht ist es hilfreich die positive Masse m( und die Kopplungskonstante
Bo in die bereits in der Einleitung vorgestellte Gleichung einzufiithren. Die Sine-Gordon

Gleichung erhilt man infolgedessen in der Form:®

m2
0,0"p + —2sin By = 0. (2.1)
0

Man sieht leicht ein, dass die Sine-Gordon Gleichung variationell selbstadjungiert ist, d.h

die Lagrange-Dichte

2
Mo

1
81, (,08”(,0 +
BO

£=3

(cos Bop — 1) (2.2)

besitzt. Aquivalent dazu induziert die Sine-Gordon Gleichung ein Hamiltonsches System
mit dem reellen Skalarfeld ¢(z,¢) und dem zugehorigen kanonisch konjugierten Impuls

mo(z,t) = Oyp(z,t)8. Per Legendre-Transformation erhélt man die Hamilton-Dichte:

L, 1 L
H = 5T+ 5(8190) + 5—3(1 — cos fog) - (2.3)

Die Funktionen ¢(x,t) und p(z,t) + % werden aufgrund der Symmetrie der Gleichungen
als dquivalent betrachtet. Die Anfangsdaten (Zeitpunkt ¢ = 0) der kanonisch konjugierten

Variablen my(x,t) und ¢(x,t) werden fiir Sine-Gordon Gleichung folgenderweise notiert:

o(r) = ¢(x,t)|i=0, mo(w) = mo (@, 1) i=0 - (2.4)

Typische Randbedingungen sind durch a) bzw. b) gegeben:

a) Periodische Randbedingungen

o(x +2L) = p(z) <m0d26:> , mo(z + 2L) = mo(z) , (2.5)

b) Schnell abfallende Randbedingungen

T|—00 T|—00
0

lim (z) = 0 (mod27T> Ll m(a) =0, (2.6)

wobei die Randwerte gentigend schnell erreicht werden miissen, zum Beispiel im Sinne
von Schwartz, d.h. p(z), mo(z) € S(R). Aus den Randbedingungen folgt die Konstanz der

SWie in der Einleitung wird im Folgenden die Einsteinsche Summenkonvention verwendet.
6Die Operatoren 8, und 9; (Ableitungsoperatoren) wirken immer auf die erste nachfolgende Funktion.
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topologischen Ladung

Q:ii/axwdx €z, (2.7)

wobei iiber den fundamentalen Definitionsbereich [—L, L) bzw. tiber die reelle Achse
(—00, 00) integriert wird. Der Phasenraum des Systems besteht aus den Anfangsdaten
(mo(x), p(z)), welche die Bedingungen a) bzw. b) erfiillen.

Die Poissonstruktur des Hamiltonschen Systems ist definiert durch die Poisson Klammern

{v(@), o(y)} = {mo(2), m0(y)} = 0, {mo(), p(y)} = 0(z —y), (2.8)

wobei der zweite Ausdruck als Distribution” [ - dd(x — y) wohldefiniert ist. Mit dem Begriff
,Dualraum* ist der topologische Dualraum gemeint, der mit einem ’ notiert wird.

Die Poissonstruktur ist auf dem Raum der zulissigen Observablen = ,, geeignete nichtlineare
Funktionale F'(p, m), deren Variationsableitung beziiglich ¢ und 7 existiert* nichtentartet.
Fiir eine genauere Definition der physikalischen Observablen F'(p,m) sei ¢ € V,, und
To € Vi, wobei V,, und Vj, topologische Vektorraume sind.® Man definiert fiir lineare
Funktionale F, fiir die

0o k l

Fe 3 (@ v;) ® (@ v;o) 2.9)
k,l=0 =0 j

(k,1)#(0,0)

ist, formal die nichtlinearen Funktionale

F:V,x Vg, —R

o0 k l
(o) —rc+F | ( 90> ® | X (2.10)
k=0  \i=0 =0

(k,1)#(0,0)
und fordert, dass diese fur alle myp € V,, und ¢ € V,, absolut konvergent sind (vgl. [9]
S.13), sodass die Variationsableitung dieser Funktionale beziiglich einer dieser Variablen
zu den Dualrdumen V) bzw. V] gehort. Fiir die Funktionale, deren Variationsableitung
nach my bzw. p zu V' bzw. VI gehort, definiert man die Poissonklammern analog zu den

Poissonklammern aus der Mechanik durch (vgl. [9] S.13)

0F  0G F 0G
{FG} = /(57T0(x) do(x) B do(x) 57?0(:10)) dz. (2.11)

"Funktional des top. Dualraums des durch die Randbedingungen a) bzw. b) gegebenen Raumes
®In den meisten Fillen, z.B. fiir die Randbedingungen a) und b), gilt V,, = V.
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In den Fillen a) bzw. b) ist V) =V .? Die Nichtentartung der Poissonklammer verifiziert

man dadurch, dass fiir eine Observable F, fir die
{F,G} =0 VG (2.12)

ist, F' = const folgt. In diesem Fall folgt das Verschwinden der Variationsableitung, sodass
F = const gefolgert werden kann. Der Phasenraum beinhaltet deshalb eine symplektische
Struktur und man definiert die zugehorige geschlossene symplektische 2-Form 2 durch
(vgl. [9] S.15 und [13] S.474 Gl. 12.78)

Qse = /57T0(1:) A dp(x)dz, (2.13)

wobei die Integrationsgrenzen entsprechend den Randbedingungen zu wéhlen sind. Die
Differentiale kontinuierlicher Koordinaten werden mit dmy und & bezeichnet.'® Die Sine-

Gordon Gleichung kann in der Hamiltonschen Form
at@ = {H7 QO}, atﬂ-O = {Ha 71—0} (214)

geschrieben werden, mit dem Hamiltonian

2

H = /(;WS + ;(335(;7)2 + 7530(1 — cos ng)) dz (2.15)

und den Randbedingungen a) bzw. b) entsprechenden Integrationsgrenzen.

Der Hamiltonian H, der Impuls P
P=— /Woaxgo do (2.16)

und der Erzeuger der speziellen Lorentztransformationen K

2
Mo

K= /z (;ﬂg + ;(8xg0)2 + 7 (1 — cos Bogo)> dz (2.17)

induzieren eine Hamiltonsche Wirkung der Lie-Algebra der Poincare Gruppe der zweidi-

mensionalen Raumzeit. Thre Poissonklammern ergeben
{H, P} =0, {H,K} =P, {K,P}=—-H. (2.18)

(val. [9] S.284-286)

9Fiir die Randbedingungen b) beispielsweise ist der Dualraum des Schwartzraumes gegeben durch den
Raum der temperierten Distributionen §'(R) und V; =V, = S'(R).
10Tn Ubereinstimmung mit der Notation aus der Variationsrechnung



2 Die Sine-Gordon Gleichung 6

2.1. Nullkrimmungsbedingung

Es stellt sich heraus, dass sich eine ganze Reihe exakt l6sbarer nichtlinearer partieller
Differentialgleichungen geometrisch aus der Nullkrimmung einer Lie-Algebra-wertigen

Zusammenhangsform
w = By(x,t,\)dz + By(x,t, \)dt (2.19)

ergibt. Die Nullkrimmungsbedingung besagt, dass die durch die Variablen x und t para-
metrisierte Raumzeit lokal flach ist, sodass iiber dem R? das triviale Vektorbiindel R? x C2
definiert werden kann (vgl. [9] S.21-22).

Im Falle der Sine-Gordon Gleichung hat die Zusammenhangsform Werte in der Loop-
Algebra Z(sly) = s[(2,C) @ C[\,A7!] bzw. in der Unteralgebra su(2) @ C[A\, A7} C
sl(2,C) @ C[A, A7 [8].

Die Komponenten der so definierten Zusammenhangsform kénnen als lokale Zusammen-
hangskoeffizienten auf dem trivialen Vektorbiindel R? x C? betrachtet werden und durch

die Matrizen

k k
By(z,t,\) = igwoag + 70 sin <B[;0> o1+ 71 cos <6(;0> oa, (2.20)
Bi(z,t,\) = io 03 + k— sin (5(;0) o1+ k—,o Cos (?) o) (2.21)
i

dargestellt werden, wobei o;, i = 0,1, 2, 3 die Pauli-Matrizen sind und

B mo 1 . mo 1
b= (A+ A) =" </\ A) . (2.22)
Die kovariante Ableitung X, © = 0,1 in Richtung 8§H ist gegeben durch
0 0
Xo= 2By Xi= By a'=t, al=s (2.23)

020 ox!

und ist lorentzinvariant.!! Um das zu sehen, notiert man my = % und kombiniert &y und
ki zu einem Lorentzvektor der Lénge %0 : k* = k,k* =k, -k, = ki — k} = ng. Analog
kombiniert man k; und kg zu einem Lorentzvektor. (vgl. [9] S.286)
Vektorfelder F', deren kovariante Ableitung 0 ergibt, d.h.

0 9, 0

X, drt o F¥— = (—F" — B LY dat @ — 2.24
HI‘ O 8xV (ax,u« )ZL' ®8m 07 ( )

11ES ist BQ = Bt und B1 = Bx
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nennt man kovariant konstant. Dabei ist B,” die Komponente 7 von B,,.

Die zu der Zusammenhangsform w gehorige Kritmmungsform €2 ist definiert durch
Q=dwt+wAw. (2.25)

Die Nullkrimmungsbedingung bedeutet, dass €2 identisch verschwindet, d.h. 2 = 0.
Ausgedriickt durch die Matrizen B, und B; schreibt sich die Nullkrimmungsbedingung
(2.25) als

ath - ath - [Bara Bt] - 0, (226)

wobei [+, -] den Kommutator bezeichnet, was dquivalent zum Vertauschen der Ableitungen
9, und 0, fiir Vektorfelder'? auf dem R? mit Werten in C? ist. Unter Verwendung der
Algebra der Pauli-Matrizen tiberpriift man, dass diese Bedingung genau dann erfiillt ist,
wenn 7y und ¢ die Sine-Gordon Gleichung erfiillen. Ein lokaler linearer Bildwechsel in der

Faser C?, d.h. die Eichtransformation
F(z,t,\) — J(z,t,\)F(x,t,\) (2.27)
fiir das Vektorfeld F, wird gefolgt von der Transformation
wr—dJ - J P+ Jw (2.28)

wobei J = J(x,t,\) die Transformationsmatrix ist und - das Produkt der matrixwertigen
Komponenten bezeichnet. Durch die Bedingung (2.28) transformiert sich das, durch die
kovariante Ableitung eines Vektorfeldes V“% in Richtung eines Vektorfeldes Y”%

erzeugte, Vektorfeld

0 0
It —=YrX V" 2.29
OxH B Oav ( )
kovariant, d.h. fir das Vektorfeld Z(x,t, \) gilt ebenfalls:
Z(x, t, ) — J(x, t,\) Z(x,t, \). (2.30)

Man rechnet mit der Ableitungsregel d.J~! = J~!.dJ-.J~! leicht nach, dass die Nullkriim-
mungsbedingung/Kriimmungsform ebenfalls bis auf eine Ahnlichkeitstransformation mit
der Matrix J erhalten bleibt:

Qr— J-Q-J. (2.31)

12Schnitte im Vektorbiindel R? x C? ~ I'(R? x C?)
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Daher ist die Zusammenhangsform w bis auf eine Eichtransformation der Form (2.28)
eindeutig bestimmt. Falls die Polstruktur von w erhalten bleiben soll, fordert man, dass
Eichtransformationen J nicht von A abhdngen. Die Kriitmmungsform w wird als Eichaqui-
valent zu jeder Transformierten Form @ :=dJ - J~ ! + J-w - J~! bezeichnet.

(vgl. [9] S.20-26)

3. Direkte Streuung

In den folgenden drei Kapiteln soll die Inverse Streutransformation fiir die Sine-Gordon
Gleichung, welche im Buch [13] ab Seite 486 zu finden ist, nachvollzogen werden. Dazu
werden zuerst die bereits eingefiihrten Zusammenhangskoeffizienten B; und B,, welche
in Kapitel 2.1 aus [9] iibernommen wurden, mit den Zusammenhangskoeffiezienten A,
und A, ([13] S.486-487 Gl. 13.4, 13.5) in Verbindung gesetzt. Aus diesem Grund wird die
reskalierte Kopplungskonstante 3 = —%60 und die reskalierte Masse m = imo eingefiihrt,
sodass die Sine-Gordon Gleichung ausgedriickt durch m und /3 in die Form

8 2
02 — 020 + Tﬁn sin(28¢) = 0 (3.1)

tibergeht ([13] S.486 Gl. 13.1).
Um die Zusammenhangskoeffizienten A; und A, aus B; (2.20) und B, (2.21) zu erhalten,

definiert man
t = —t, Bz(az,t’, A) = —Bt(x,t(t’), A) (3.2)

sodass die Nullkriimmungsbedingung fiir B; und B, der Nullkriimmungsbedingung fiir B;
und B, entspricht. Schlieflich wendet man die Eichtransformation 2y = Lﬂ” auf die Zu-

— t13

sammenhangskoeffizienten B; und B, an und setzt ¢’ : , sodass sich die transformierten

Zusammenhangskoeffizienten

01— 02 01— 02

Ap(w,t,\) = QoBy(x, 1, \)Q ! = 7 B, 7

=1 [gﬁogg + ky cos(By)or — ko Sin(ﬁgo)agl , (3.3)
Ay, t,)) = QoBl(z, t, )" = Ul\g’? B, 01\;;2

=1 [g@wwag — ko cos(Bp)or + ki sin(ﬁgo)agl (3.4)

ergeben. Die Operatoren (9, — A,) und i(d; — A;) sind im Hilbertraum Raum L?(R;R?)

1.14

formal selbstadjungiert, was an dieser Stelle nicht bewiesen werden soll."* Gesucht wére ein

13Es besteht keine Verwechslungsgefahr, da die Sine-Gordon Gleichung symmetrisch in ¢ ist.
14Die Symmetrie bzw. Hermitizitdt der Operatoren kann leicht nachgerechnet werden.
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geeigneter dichter Definitionsbereich, sodass diese Operatoren selbstadjungiert werden.!

Die Sine-Gordon Gleichung kann nun geschrieben werden als Kompatibilitatsbedingung

(0,0 = 0,.0;) der Gleichungen ([13] S.486 Gl. 13.2, 13.3)

0y — A)U =0, (3.5)
(0, — AT =0. (3.6)

Mit der Wahl @ = A,dz + A;dt bedeutet das Q = di +© A& = 0.
Es sollen im Folgenden Losungen der Sine-Gordon Gleichung mit schnell abfallenden

Randbedingungen (2.6) betrachtet werden. Ferner soll angenommen werden, dass

lim ¢(z) =0, lim p(zr) = — Qe (3.7)

T——00 T—>+00 6 ’

gilt. Die Zahl Q wird topologische Ladung der Feldkonfiguration genannt. Diese Bedingun-
gen sind mit den Bewegungsgleichungen kompatibel, und entsprechen einem Minimum des
Sine-Gordon Potentials (vgl. Kap. 2).

Die Losung einer nichtlinearen partiellen Differentialgleichung durch die Inverse Streu-

transformation erfolgt in drei Schritten.

« Mit gegebenen Anfangsdaten ¢(x) und my(z) 16st man das direkte Streuproblem:
[0, — Az(N, (), mo(z))]¥ =0. (3.8)

Man bestimmt die Streudaten a(A,0), b(\,0) fir das kontinuierliche Spektrum und
das diskrete Spektrum (A, ¢,,n =1,..., N) aus der Asymptotik von ¢ und 7.

e Um die Zeitentwicklung der Streudaten zu bestimmen, benutzt man die zweite

Gleichung;:
[0 — A(\, (), mo(2))|¥ = 0. (3.9)

Man verwendet fiir x — oo die Asymptotik der Felder 7y und ', um die Zeitent-
wicklung der Streudaten zu bestimmen, d.h. a(A, ), b(\, t), ¢,(t) und A, (¢).

o Aus den Streudaten zur Zeit ¢ rekonstruiert man die Matrix A, (x,t, \) durch die
Losung der Gelfand-Levitan-Marchenko Gleichung (siehe [7], [19]), einer linearen
Integralgleichung, und bestimmt dadurch das Feld ¢(z,t) zur Zeit t.

(vgl. [13] S.486-487)

5Eine geeignete Wahl wire der Sobolev Raum H!(R;R?), H' = W21
16Da A, nicht von 7y abhingt, geniigt es, die Asymptotik von ¢ als bekannt vorauszusetzen.
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3.1. Die Jost-Losungen

Das direkte Streuproblem (3.8) ist durch die lineare Gleichung

<8x —1 lgﬁoag + ky cos(Bp)or — ko sin(ﬁgp)@D v =0 (3.10)

definiert und beinhaltet ein paar einfache Symmetrien.
Fiir reelles A findet man A* = 0yA4,0,'7, und allgemeiner fiir komplexes A hat man

(Ay(z,N\)* = 02A,(x, \*)o2, was man mit den Relationen'®

{0i70j} =0 Vi#j, 1,7#0; 0;0; = 0g (3~11>

leicht einsieht. Aus diesem Grund definiert man fiir eine Losung W von (3.10) die konjugierte

Losung U := 0, U* zum konjugiert komplexen Spektralparameter \*:

U = (1/11) = (—j%*) . (3.12)
g iy

Daher ist W()\) = go(¥(A\*))* eine weitere Losung zum Spektralparameter A. Im Folgenden
sei die konjugierte Losung ¥ = W()\) die Losung zum gleichen Spektralparameter .
Unter Verwendung von (3.11) sieht man, dass A,(—\) = 034,(\)os ist, sodass o3W¥(z, —\)

ebenfalls eine Losung ist. Fiir zwei Losungen & = ( & ) und ¥ = 1 definiert man
2 2
die Wronskideterminante W (£, ¥) durch:
Wew) =det [ ) =g - (3.13)
S o

Da tr(A;) = 0 ist'?, folgt z.B. aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz (vgl. [1]):
oW (E W) = ddet [ ) = fagi [ S o [
§2 Y2 §2 Y2 SIC
= tr [ adj S () Caee [ Y (A4,) =0. (3.14)
SINC §2 Uy §2 Uy

Die Wronskideterminante hangt deshalb nicht von x ab.
Unter Verwendung der Asymptotik von ¢ und 7y (vgl. (2.6) mit der Annahme (3.7)),
erhalt man aus (3.10) die Gleichungen

[0, —ikioq] U =0, x— —o0; [83; - ie”gk‘lal} V=0 xz— +o0, (3.15)

1 hegeichne die komplexe Konjugation.
181. .} bezeichne fiir Matrizen den Antikommutator.
Y¢r = Spur (engl. trace), adj = Adjunkte.
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sodass sich das asymptotische Verhalten & — +oo der Losungen von (3.10) durch

. 1 1 1 X 1 .
WUyy o ~ eFrzen c=c et 4 ¢ e ihie 3.16
. [ Jema (a1 316

. t
in0 1 e 1 , 1 »
Uy ~ 7 1T ( | o c=d Jir0 et 4 ) o | € iz (3.17)

ergibt. Die Jost-Losungen sind Losungen des linearen Systems mit bestimmtem Verhal-
ten im Unendlichen. Unter Verwendung der Beziehung? (k) = (1 + |A|72)S(N\) wird

nachfolgende Definition vorausgesetzt.

Definition 3.1. Die Jost-Losungen fi und fs sind durch das folgende asymptotische
Verhalten definiert:

1 , 1 .
fi~ ( 0 ) ekT g — too; fa ~ ( ) ) emhT g 00 (3.18)
e —

Diese Losungen sind so gewdhlt, dass sie asymptotisch beschrdankt bleiben, falls A einen

positiven Imagindrteil hat.

Die asymptotische Form der Jost-Losungen folgt aus der Definition 3.1, den Gleichungen
(3.16) und (3.17):

T — —00 r — 400

1 A 1 ‘ 1 .
ik —ikix ik1x
c e +c e A e
fl 11(1) 12(_1> (6”9)
1 4 1 . 1 4
Ja ( » ) k1 Co1 ( i ) eF1T 4 oy ( _ir0 ) e~k

Durch die Auswertung der Wronskideterminaten der Jost-Losungen und deren konjugierten

Jost-Losungen bei x = 400 bzw. £ = —oo ergeben sich fiir die beziiglich x konstanten

Koeffizienten ¢;; = ¢;;(\) die Beziehungen:*!

LT 7 T — +00
W(fi, fa)  —2cui(N) 2655 (N)eiT
W(fi. f5) 2ien()) 25, (\)

W(f, f1) 2i(lenl + |col?) 2

203(+) bezeichne den Imaginérteil und A* die Transponierte von A.
21Die zweite und dritte Zeile ist dabei nur fiir reelle A richtig. Fiir komplexe A muss ¢, ()\) in Zeile 2 durch
(c21(A*))* ersetzt werden und (|e11]? + [e12]?) in Zeile 3 durch [c11(N)(c11(A%))* + c12(A) (c12(A*))*].
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Da die Wronskideterminanten konstant sind, folgt hieraus
c11(A) = c2(N)e™ =: a()N), c12(N) = 5 () =: —b()). (3.19)
Zuséatzlich folgt aus der dritten Zeile
la(\) > + b\ = 1. (3.20)

Das asymptotische Verhalten der Jost-Losungen kann deshalb wie folgt umgeschrieben

werden:

T — —00 xr — +00

fi a(N) ( 1 ) ek _ p()) ( _11 ) o—ik1m ( ei}rQ ) i1z

1 . 1 . eime .
f2 ( ;) ) e—zk1:c —b*()\) ( emg ) ezklw —|—(L()\) ( . ) e—zkw

Wegen der Eindeutigkeit der Jost-Losungen, welche z.B. mit dem Satz von Picard-Lindel5?2
begrindet werden kann, und der linearen Unabhéngigkeit (d.h. solange a(X) # 0 ist) folgen
aus dem Vergleich des asymptotischen Verhaltens von f; und o3 f;(—\) mit der Asymptotik

der Jost-Losungen fiir reelle A die Beziehungen:

fi= —ib:fl — £f2, fo= E‘fl + iéfm (3.21)
a a a a
oofi(=n) —e g pemely o2ty (3.22)
a a a a

Aus der letzten Gleichung erhélt man unter Verwendung von (3.20) und der Betrachtung

der Asymptotik x — +o0o die Symmetrieeigenschaften
a(—=\) = e7™a*(N), b(—)) = —e ™)) (3.23)

Die wichtigste Eigenschaft ist die analytische Fortsetzbarkeit von fi, fo und a()) in die obere
komplexe Halbebene, welche noch zu beweisen ist. Unter der Annahme, dass diese Aussage
bereits gilt, kann eine prazisere Definition der Streudaten gegeben werden. Fiir A in der
oberen Halbebene, befindet sich —\*, die an der imaginaren Achse gespiegelte Zahl, ebenfalls
in der oberen Halbebene. Da A,(z, —\*) = o1(A.(z, \))* 01, sodass f(x,—\*) dieselbe
Gleichung wie o1(f(x,\))* erfiillt, folgt aus dem Vergleich der Asymptotik z — +oo fiir
reelles A wegen (3.23), dass f; und f, die Symmetriebedingung (3.24) erfiillen:

fl(l‘a_/\*) = emggl(fl(xv)‘))*v f2(x7_)‘*) = _0-1<f2(l" )‘))* (324)

22Bzw. mit einem geeigneten Iterationsverfahren und dem Banachschen Fixpunktsatz (s.u.)
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Aus der Eindeutigkeit der Jost-Losungen f; und fy folgt die Giiltigkeit von (3.24) fur
beliebige A in der oberen Halbebene, sodass sich die Beziehung a(—\) = e~ <a*(\) fiir

komplexe A in der oberen Halbebene zu
a(=\*) = e ™ 2(a(N))* (3.25)

erweitert. Falls a(\) komplexe Nullstellen A, (A,) > 0 hat, folgt aus der Symmetrieei-
genschaft (3.25), dass die Nullstellen entweder rein imaginér, oder paarweise symmetrisch
zur imagindren Achse auftreten. Da —W (f1, fo) = 2a(\) ist, sind die Jost-Losungen fiir
A = A\, linear abhéngig. Aus der Asymptotik folgt fiir diese A, die Normierbarkeit der
Jost-Loésungen, welche in diesem Fall den gebundenen Zustdnden des Streuproblems (3.10)

entsprechen. Fir diese A, folgt daher
fa(z, A\n) = cn(An) fi(z, A),  a(MA) =0 S(A,) >0. (3.26)

Mit (3.24) folgt daraus (c,(A\,))* = —e™2c,(—=\%). Die Funktionen a()), b(\) und die
komplexen Zahlen \,, ¢, := ¢,(\,) bestimmen die Streudaten. Die Funktion a(\) wird

Jost Funktion genannt.

Proposition 3.2. Die Jost-Losungen fi und fo sind in A analytische Funktionen in der
oberen Halbebene S(\) > 0.

Beweis. Man notiere Aj = 1_1)1;1 Ay, dh. A o =ikioy und A, o = i€ 9k,0,. Nachdem
man das lineare System (3.10) fiir f;» umgeschrieben hat in (9, — A4oo) fi2 = (A —
Ay ) fi2, findet man mit der Variation der Konstanten Formel und der Asymptotik der

Jost-Losungen aus Definition 3.1 die Integraldarstellung (3.27):

fl,Q(xa )‘) = 1:‘,:;0(3:7 >‘) + eAiOO(x_y)‘/lQ (ya )‘)fl,2 (ya )‘) dy : (327)

+oo

Dabei ist V19 = A, — A1 Die Funktionen ffcfo (z,A) sind durch die Asymptotik der

Jost-Losungen bestimmt. Sie erfiillen die ,,homogene* Gleichung (0, — A1) 1i§° =0.

1 j —00 1 —ik1x
1+°°=(emg)e*“, f =(_1>e b (3.28)

eA+o(=Y) st gegeben durch die Formeln (3.29) und (3.30).

eMee@Y) — 5o cos(ky(z — y)) + i€ oy sin(ki (z — y)) (3.29)
eV = 5 cos(ky(x — y)) + oy sin(ky(z —y)) . (3.30)
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Um diese Integralgleichungen fiir f; » zu analysieren, setzt man f 5 := eX1® f172 und erhalt

die Volterra Integralgleichungen:
fra(z, A) = ~f§°+/:OOK1,2($a?J; A fia(y, A)dy. (3.31)
Die Kerne K 5 sind gegeben durch
Kio(z,y; \) = eFREveAee@v)y oy )). (3.32)
Die Integralgleichungen (3.31) sind fiir
f€E,:=BUCRR)N{f: lim fx) eR*} A S(A) 20 (3.33)

wohldefiniert, da V; o integrierbar ist und eT1(*=¥)eAx<(@=Y) fiir ¢ € [fo00, 2] und J(A\) > 0
beschrinkt ist®, sodass sich K »(z,y; A) in der oberen Halbebene durch eine Matrix M (y; \)
abschétzen lasst. Man betrachte den Banachraum (Eq o, || - ||o):

Durch Iteration des Integraloperators

Kiof) = fi5 + [ Kiala.y: NS () dy (3:34)

zeigt man, dass K 5 : E; 2 — E; 2 eine Kontraktion ist, sodass K; 2 nach dem Banachschen
Fixpunktsatz einen eindeutigen Fixpunkt besitzt. Genauer zeigt man, dass K7, fiir ein

gentigend grofles n € N eine Kontraktion ist:

()

+oo

/m M(y)dy

+o0

Tp—

dl’l KLQ(IL‘,CL’l)' . /

+o0

HKbU7—K%@mm=’

iy K1, 20) [ () — g(xn)]H
< L )

n an
< 1F = glloo = 7 — gl (335)

Dies beweist die Existenz und Eindeutigkeit der Jost-Losungen.

Es folgt, dass (Kj2)™( ~fcé’o) — fi2, und da jeder Term fiir 3(\) > 0 analytisch in \ ist,
aus der lokal gleichméifiigen Konvergenz?* und dem Weierstra8schen Konvergenzsatz, dass
auch die Jost-Losungen analytisch in A sind. Da Vj 5 fiir A = 0 einen Pol hat, erwartet

man, dass die Jost-Losungen bei A = 0 Singularitaten haben. [

Anmerkung 3.3. Falls man im Beweis annimmt, dass das Potential ¢ seine Grenzwerte im
Endlichen annimmt, sodass V12 einen kompakten Triger hat, bleibt dass Integrationsintervall
endlich und e¥**1(==Y) st quch fir I(\) < 0 nach oben beschrinkt. Dann sind fi(z,\) und
fa(z, ) analytische Funktionen in X mit Ausnahme von A = 0 und X\ = oo. In diesem Fall kénnen
die Streudaten a(\) und b(\) analytisch in die gesamte komplexe Ebene fortgesetzt werden. Die
Analoge Aussage folgt unter der Annahme, dass Vi und Vo im Unendlichen geniigend schnell

abfallen, sodass das Wachstum von eT2*1(@=v) fiy S(N) < 0 kompensiert wird. Insbesondere folgt

23Tn (3.29) und (3.30) ist y € [+o0, ], also ist [eT2F1 (=) | <1 fiir J(X) > 0.
24 = a()) ist lokal beschrinkt.



3 Direkte Streuung 15

aus der Asymptotik von f1 und fo fir x — —oo, Gleichung (3.26) und den Nullstellen A = A\,

von a(\) in der oberen Halbebene, dass c,(\,) = —ﬁ ist.

Der néchste Schritt besteht darin, das Verhalten der Jost-Losungen fir A — 0 und A — oo

zu bestimmen.

Proposition 3.4. Fiir festes x verhalten sich die Jost-Losungen fi und fs in der Asymptotik
A — 0 und A — oo wie folgt:

imQ
. B T2 1
fl _ ezkﬂr [eﬁz o3 ( Z—“ZQ ) +O(X) , |)\| — 00,
. 1B ]_ 1
B P .
—1 A
ik1x —iﬁlog 6% _
fi=eMT e o | FOWN)|, [A =0,
e 2
— —ikix _'L,8T<p03 1
fo=¢e e . +O\N)|, [N —0. (3.36)

Beweis. Man sieht leicht, dass die Gleichungen (3.36) fir x — oo die in Definition
3.1 geforderte Asymptotik besitzen. Speziell soll die Asymptotik von f; fir |A\| — oo
nachgerechnet werden, da alle anderen Félle auf eine dhnliche Rechnung hinauslaufen.

Man fiithrt die Funktion J?l durch die Eichtransformation f; = etz e 5203 ﬁ ein. Diese

erfiillt die transformierte Gleichung [0, + ik (1 — 01) — A, f1 = 0, wobei 2°

G He—¢)  maa-e)
T ma - —5p- )

ist. Durch die Randbedingungen fiir ¢ und 7 ist A, eine Schwartzfunktion, sodass die

Variation der Konstanten Formel fiir fl aquivalent erfiillt ist:

~

_inQ
fw ) = = [Tayet e Ay ) fiy, V), 7= ( ) .

[ 2

Indem man fl auf Eigenvektoren von (1 — o) zu den Eigenwerten 2 und 0 aufteilt

fi=F(z,\) ( _11 ) + Gz, \) ( 1 ) , (3.37)

#f=0f und ' =0, f
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erhélt man die gekoppelten skalaren Integralgleichungen:

Fa, ) = =i [Tdyeho [ - oGl 0) = 5 (2502(36) (9. ) — isin(@80)G(0. V) }.

Gla,\) = e % —i / "y {§<¢ — ¢)E(y, \) + == (25in* () Gly, A) — isin(2Bi) F (y, A))} .
(3.38)

Dies sind Volterra Integralgleichungen, deren Iteration wie zuvor gleichméaflig gegen die
eindeutige Losung konvergiert. In diesem Fall konvergiert die Iteration sogar gleichméfig
fir A in einer Umgebung von oo in der oberen Halbebene, sodass die Losung fiir grofie A
beschrankt bleibt.? Anhand der Integraldarstellungen (3.38) sicht man, dass deshalb auch
G'(x, \) fur groBie A beschrankt ist und F'(x,\) = O(\), |\| = o0o. Nach einer partiellen
Integration des Fourierintegrals fiir ', wobei der Exponentialterm integriert wird, sieht

iTtQ

man F(z,\) = O(3), |A| = 00, sodass auch G(z,\) = e~ "2 + O(5), |A| = oo folgt. [

Proposition 3.5. Die Jost Funktion a(\) ist in der oberen Halbebene () > 0 analytisch.
Die Asymptotik A — 0 und A\ — oo ist gegeben durch:

i Q imQ

a(A) =e "z —I—O(i), Al > 00; a(A)=e2 +0(N), |A—0. (3.39)

Beweis. Dies folgt aus a(\) = —sW(f1, f2) und aus der Analytizitat der Jost-Losungen in
der oberen Halbebene. O

Anmerkung 3.6. Fir x — —oo sieht man

fi~a(\) ( 1 ) —b(\) ( _11 ) e ke (3.40)

sodass man die Streudaten a(\) und b(X\) direkt aus den Integralgleichungen (3.38) ablesen kann:

o) =% —i [~y {50 - e)FE N + 5 (252506 ) — isin28) Fu V) |
B

2
) = i [y {2 - )6

m

2 (25007 (3¢)Fly, ) — isin(28,)G(s. 1)) | -

Auch hier sieht man, dass a(X\) bereits eine analytische Fortsetzung in die obere Halbebene besitzt,
da F und G in die obere Halbebene fortsetzbar sind. Im Gegensatz dazu stimmt diese Aussage fiir
b(\) im Allgemeinen nicht, da b(\) einer Fouriertransformation tiber die gesamte reelle Achse
entspricht. Falls ¢ einen kompakten Trager hat, konnen a(X) und b(\) in die gesamte kompleze
Ebene analytisch fortgesetzt werden, was man an der Asymptotik von fi fiir |\ — 0 abliest.?”
Ebenso folgt aus Proposition 3.4, dass b(A) auch in X = 0 definiert ist und F(x,\) sowie G(x,\)
in x beliebig oft differenzierbar sind, sodass man durch partielle Integration sieht, dass b(\) fiir
A — 0,00 schneller als jede Potenz von X\ verschwinden muss. Mit der Relation |a|> + [b> = 1

folgt, dass der Betrag von a(\) fir reelle X\ und |\ — 0,00 gegen 1 konvergiert.

26Dies sieht man, indem man die Abschéitzung in Proposition 3.2 mit Ez durchfiihrt.
2Tq(X) und b()) sind in einer Umgebung von 0 beschriinkt.
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Man benoétigt weitere Darstellungen der Jost-Losungen f; und fs, in denen die Abhén-
gigkeit von \ explizit ist. Es ist giinstig, zuerst die explizite Abhéngigkeit von ¢ in den

asymptotischen Darstellungen (3.36) (JA\| — oo) loszuwerden, sodass man definiert:
£ = e%(ﬁw—ﬂg)%ﬁ, fo= e%5¢03f2 . (3.41)

Proposition 3.7. Diese Funktionen lassen die folgenden Fourierdarstellungen zu:

filw, A) = ™7 + / dy (Uy(z,y) + A" Wiz, y)) b, (3.42)
fz(az, A) = e‘iklezo +/ dy ((72(:5, y) + A_1W2(x, y)) e~k (3.43)

Dabei sind U;(x,y) und W;(x,y) zweikomponentige Vektoren, und

f?=(eig), f§=(_11). )

Beweis. Man betrachte eine Funktion f()), welche in der oberen Halbebene®® () > 0
analytisch ist. Die Abbildung k; : HT — H*, A — m(A — A™1) ist eine biholomorphe
Abbildung, welche die obere Halbebene zweimal iiberstreicht. Die Zahlen A und —\~!
werden auf denselben Funktionswert abgebildet, sodass eine analytische Funktion g(\),
welche A\ und —\~! auf denselben Funktionswert abbildet, mit einer analytischen Funktion
G(k1) = g(A\(k1)) identifiziert werden kann.

Deshalb kann man die Funktion f(\) wie folgt umschreiben:

1 1 1

FO) = G0N+ =30+ 5 (F0) = F-1) = k) + Ot Paalk) . (3.4)

g1 und gy sind dabei analytische Funktionen in der oberen Halbebene. Falls f in A = 0 und
A = 0o beschréankt ist, folgt fiir |k1| — oo, dass g1 beschrankt ist und g, gegen 0 konvergiert.
Alternativ kann man f(X) = hy (k) + $ha(k;) unter Verwendung von A + + =21 + Lk
schreiben, sodass hy fir |k;| — oo beschrénkt ist und hs gegen 0 konvergiert.

Mit Hilfe des Satzes von Paley-Wiener (siehe [17]) kann man die Funktionen h; in der

Form
hi(ki) = ¢; + /Ooui(y)eikly dy (3.46)
0

darstellen, wobei die Funktionen u; L'—Funktionen sind, sodass das Fourierintegral fiir
|k| — oo gegen 0 konvergiert und die ¢; die Grenzwerte der h; sind. Die Analytizitat
der h; in der oberen Halbebene kann durch den Trager der Fourier-Transformation,
bzw. durch den Trager der Funktionen w; entlang der positiven Halbachse R* begriindet

werden, sodass die Voraussetzungen fiir das Ableiten von Parameterintegralen erfillt

28Die obere komplexe Halbebene wird hier auch mit H* abgekiirzt.
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sind. Da die transformierte Jost-Funktion ]?1 analytisch in der oberen Halbebene ist,
und e*iklxﬁ fir A — 0,00 nach Proposition 3.4 beschrankt ist, kann man e*““lx]?l =:
hy (ki) + %Bz(k:l) durch Funktionen %; der Form (3.46) darstellen. Nach Multiplikation mit

ik1x

e”* und Variablenwechsel y 4+ = + y erhdlt man (3.42). Durch eine analoge Rechnung

findet man die Darstellung (3.43). O

Die Kerne U;, W; sind durch Gleichung (3.10) wie folgt bestimmt. Die Funktion 1 erfiillt

die eichtransformierte Gleichung (0, — flx) ﬁ = 0 mit dem Zusammenhang;:

i 5(mo — Ouyp) meTe(N — \~lem %)
¢ me (N — N\ ~1e?i?) —5(mo — 0:0)

= A + Ay +NTTA (3.47)

Wenn man die Darstellung (3.42) in diese Gleichung einsetzt, bekommt man Terme mit

Faktoren A und A~!. Diese werden folgendermafen umgeschrieben:

)\72€ik1y — eik:ly o 1 a eikly )\eikly — ia eikly 4 leikly.
im\ Y ’ im "’
Durch partielle Integration, welche unter der Annahme der Differenzierbarkeit in der
zweiten Variablen durchfiihrbar ist, Multiplikation mit e~%*!* und Substitution y — z + x
ergeben sich durch Koeffizientenvergleich (bzgl. der Variablen \) und unter Verwendung des

Riemann-Lebesgue-Lemmas fiir die Kerne U (z, y) und W, (x,y) die Differentialgleichungen

~ ~

<8w + ZinA\l(I‘)ay> (71 = Ao(l’)(/jl + (Al(l’) + A_1($)> Wl 5

~ ~

1 1 17 n T ~
(00 = — A1(@)8, ) Wi = Do) + (Ai(@) + A1(2) T (3.48)
Sie erfiillen die Randbedingungen:*’

(1= 2 4@ Dufe) = ~Aol) 7,

1 n 17 N .
<1 + Z_mAl(x)> Wi(z,z) = — (A,l(w) + zm) . (3.49)
Diese Gleichungen erlauben es, falls U;(z, y) und W;(z, y) bekannt sind, den Zusammen-
hang A, (z, \) und damit auch das Feld ¢ zu rekonstruieren. Insbesondere folgt aus den

Randbedingungen:

€2iﬁ<p(ac) _ im + 6iﬂ—Q(W1)2(x7 .I')
im + (W1)1(x, x)

(3.50)

29Genauer ergeben sich mit dem Riemann-Lebesque-Lemma zuerst die Randbedingungen (3.49), sodass
die Injektivitét der Fouriertransformation zu (3.48) fiihrt.
Anstelle des Riemann-Lebesgue-Lemmas fiihrt das Gleichsetzen der von k1 abhéngigen und der von k;
unabhéngigen Terme nach dem Koeffizientenvergleich zum selben Ergebnis.
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Die Gelfand-Levitan-Marchenko-Gleichung, welche spéater besprochen wird, verbindet
Us(z,y) und W;(z, y) direkt mit den Streudaten. (vgl. [13] S.487-496)

4. Zeitentwicklung

In diesem Abschnitt soll die Zeitentwicklung der Streudaten, welche bisher zum Zeitpunkt
t = 0 aus der Asymptotik der Felder ¢(x,0) = ¢(x) und mo(x,0) = m(x) konstruiert
wurden, bestimmt werden. Es stellt sich heraus, dass die Zeitentwicklung der Streudaten

durch lineare gewohnliche Differentialgleichungen bestimmt ist.

Proposition 4.1. Die Zeitentwicklung der Streudaten des Sine-Gordon-Modells ist linear:>°

a0t =0, b\ 1) = 2ikeb(\, 1),
A =0, ¢ =—2ik{"c,, (4.1)

wobei k{" = kola=»,, sowie " = ki|a=», eingefihrt wurden.

Beweis. Man erinnere sich an die Asymptotik der Jost-Losung f:
1 ikix
fl($7 >\)|CE—>+OO ~ ZTK’Q € 9
e

J1(@, ) |as 00 ~ a(N) ( 1 ) eF1T _ p(N\) ( _11 ) ot

Die Zeitentwicklung einer Losung W von (3.10) ist durch die Zeitentwicklungsgleichung

(0, — Ay)¥ = 0 gegeben. In der Asymptotik erhdlt man die Gleichungen
(at + ie”QkOUl)\If = 0, T — +OO, (at + ikoUl)\I/ = 0, r — —00. (42)

Setzt man ¥ := «(t) fi(z,t, A), so erhalt man & = —ikoar aus der Asymptotik z — 400

und aus der Asymptotik x — —oo erhélt man

O(aa) +iko(aa) =0,
O(ab) —iko(ab) =0.

Daher folgt a(\,t) = 0 und b(\, t) = 2ikob(\, ).
Gilt a(A,) = 0 (gebundener Zustand), so kann sich A, nicht zeitlich &ndern, da a # 0
analytisch in der Ebene &(X) > 0 ist, und nicht explizit von der Zeit abhéngt.

30Man erinnere sich an die Definitionen kg = m(\ + A71) und k1 = m(A — A71).
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Als néchstes betrachte man die Funktion f,(z) = fa(z, A\n) = enfi(x, \y):

]_ 3 n 1 . mn
Fo(2)|oms—o0 ~ T () assee ~v e | | M
—1 el

Setzt man W,, = a(t)f,, so erhédlt man fiir x — —oo analog & = ik(()")a, sodass sich fiir
x — 400 die Gleichung ¢, + 2ik{” ¢, = 0 ergibt. O

Nach einer Integration der Gleichungen (4.1) erhalt man die Zeitentwicklung

a(\t) =a(\0), b\ t) =e*ib(A,0),
M) = Ma(0),  enlt) = =25t (0). (4.3)

(vgl. [13] S.497-498)

5. Inverse Streuung

Die Inverse Streuung beschéftigt sich mit dem Problem, das urspriingliche Potential bzw. die
Zusammenhangskomponente A, aus den Streudaten zu rekonstruieren. Die Kerne U; und
W; konnen aus den Streudaten mithilfe der Gelfand-Levitan-Marchenko-Integralgleichung®!
bestimmt werden, sodass sich A, aus den Randbedingungen (3.49), und das Feld ¢ aus
Gleichung (3.50) ergibt. Um diese herzuleiten, schreibt man Gleichung (3.21) in der Form

falz, N) — b* ()
=7r(A A A A)i=— 5.1
a()\) T’( )fl(x’ )—I—Zfl(x? )’ ’I"( ) CL()\) ( )
und multipliziert mit g=! := (e 5(Be— mQos)~1 — e_%(ﬁﬂ"_ﬂg)‘”, sodass man unter Verwendung

~ ;78 — x L % T o N : 3
von fi = gfi, fa = ge" T fo und f, = oof; = gg~loag" f,* = goofy* = gf, die Gleichung

= (N filw, ) +if (2, \) (52)

erhélt. Die Gelfand-Levitan-Marchenko-Gleichung ist im wesentlichen die Fouriertransfor-
mierte dieser Gleichung. Um diese Transformation durchzufiihren, verwendet man unter

anderem Lemma 5.1.

Lemma 5.1. Man verwendet die tiber das Hauptwertintegral

1/e
d)\ = lin (/ /d)\+/ d)\> (5.3)
1/e €

31Man kann zeigen, dass aus der GLM-Gleichung die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen folgt. Der
Beweis besteht in einer Anwendung der Theorie der kompakten Operatoren. (vgl. [9] S.418-419)
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definierten Distributionen

ik1x _ =7 — —_
][_006 dA = ~25(a). ][_OO —d =0, ][_OO A= o). (54)
Beweis. Die erste Formel ergibt sich aus der Substitution A — —% im Integral von

—% bis —e, der Identitéit %dkl =(1+ %)d)\, einer entsprechenden Transformation der

Integrationsgrenzen, und der Fourierdarstellung der Delta-Distribution

0 . 1/e | 1 1 0 . 21
ik1x 1 ik1x o ik1x _
]{me dA = lim e (1+—A2)dA——m[We dkl——md(m).

Die gleiche Substitution (A — —% im Integral von —% bis —e¢) fithrt zur zweiten Formel:

oo ptkiz 1/e 1 1
d\ =1 R 4 YdA=0.
][ ey )

—00 )\ e—0 J¢

Die dritte Formel entspricht nach der Substitution A — —= der ersten. O

Satz 5.2 (Gelfand-Levitan-Marchenko-Gleichung). Die Kerne ﬁl(x,y),Wl(x,y), y >
aus der Fourierdarstellung (3.42) von fy erfillen die linearen Integralgleichungen:

2mi=

Il =R R+ [ (Rly+ 0@+ Fal+ 9Mi@2)ds, (65
2mi=

_le(a:, y)=F_1(z+ y)f? + /xoo (F_l(y + z)ﬁ1(z, 2)+ F_o(y+ z)I//I\/l(x, z)) dz. (5.6)

Die Kerne 51 und Wl ergeben sich dabei aus Uy und W, durch komplexe Konjugation
und Multiplikation mit o9. Die Funktionen Fj(x) sind direkt durch die Streudaten gegeben:

][ Nty dA—QmZe”“l Ny, (5.7)
Die Parameter m,, sind unter der Annahme a/(\,) = $%|,_, # 0 definiert durch
Cn
My, =
a'(An)

Beweis. Nach Definition von U; und W, ist das zweite Argument immer groBer oder gleich
dem ersten, sodass Uy und W; durch die beiden Gleichungen (5.5) und (5.6) in ihrem Defi-
nitionsbereich bestimmt sind. Nachdem man von Gleichung (5.2) den Grenzwert ie‘iklsz?
(A — £00) der rechten Seite der Gleichung abgezogen hat, bleibt ein im Unendlichen
schnell abfallender und in A = 0 beschrankter Term, welcher nach der Multiplikation mit

Mek1y 5 = 0, —1 beziiglich X iiber die reelle Achse integriert werden kann, indem man
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das Hauptwertintegral in Lemma 5.1 bildet:3?

][OO d\ )\jeihy 61’%0’3 fg(ﬂf, A) - ie—ikmﬁfT{) _
—00 CL()\)

I anNesy (s A N) + i ) — i) 6.9

Mit der Fourierdarstellung von f; und ?1 = 09 fl* aus Proposition 3.7 kann die rechte
Seite von (5.8) unter Verwendung von Lemma 5.1 umgeformt werden.

Fir j = 0,—1 ergibt sich (5.9) bzw. (5.10)

][ d) ety < )fl(x A) +Zf1(33 A) — ze_““”ﬁfo) = Ro(x + y)flo

+ iae(y — )01 (z,y) + /;Odz (Ro(y+ 2)Un(,2) + Ry + 2)Wi(x,2)) . (5.9)

][_OO dA Ak (T(A) Fila, N) +if (2, A) — @'e—i’fﬂf{)> =R y(z+y)f

Fm gy = o)W (y) + [ dz (Roaly+2)0(e,2) + Roaly + 2)Ti(2,2)) - (5.10)

1, x>0
wobei die Definition (5.11), f(z) ={ ~ = und
0, sonst

Ry(z) == ][_O:Od/\ Nebiar()),  j=0,-1, -2 (5.11)

verwendet wurde. Die Auswertung der linken Seite von (5.8) erfolgt unter Verwendung
der Analytizitat der Jost-Losungen und der Jost-Funktion mit dem Residuensatz. Dazu
bezeichne C,, die mathematisch positiv orientierte Halbkreislinie in der oberen Halbebene
um den Ursprung 0 mit Radius ov. Man schliefit die Integrale in Definition (5.3) fur jedes €
mit einem negativ orientierten Halbkreis —C, und einem positiv orientierten Halbkreis

C'1/e, sodass sich mit dem Residuensatz Gleichung (5.12) ergibt:*?

o 7 ik1y i%ag fg(l', )\) —Zklcc ) _ —9 7,703 i zk(> fQ(x A )
]{md)\ Me (e 705()\) 1€ fi e Z e 700

n

12, falz, N)

li d\ M ety
—+ lim e ( a()\)

e—0 Ce—C1 e

z—*”j?>. (5.12)

Dabei wird die Notation [, — [, = [, + /., = [,,_,, verwendet. Die Halbkreisintegrale

kénnen unter Benutzung der Asymptotik der Jost-Losungen und der Jost-Funktion aus

32p(\) fillt nach einer Anmerkung in Kap. 3 fiir A — 0, 00 schnell ab. Die Asymptotik der Jost-Losungen
und der Jost-Funktion ist durch die Propositionen 3.4 und 3.5 gegeben, sodass das Hauptwertintegral
existiert.

33Der Einfachheit halber wird angenommen, dass a()) ausschliefllich einfache Nullstellen besitzt.
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den Propositionen 3.4 und 3.5 weiter vereinfacht werden. Fiir gentigend kleine € gilt auf
diesen Halbkreisen fo(z,\) = e~#12 x g(z, \), sodass g(z,\) und ﬁ beschréankt sind.
Speziell fur |\ — oo gilt

fQ(x7 /\) _ eiggefiklx(f;o_'_o(l

).

wobei der Term ¢ ‘% (1+03) g —ikie fg exakt mit dem Grenzwert ie*"k”fT{) iibereinstimmt, was
aufgrund der Definitionen in Proposition 3.7 klar ist.

Fiir j = 0 betrachtet man Integrale der Form [, O(1)e™**®=*)d) und Jey,. O(1)ek1=2)q),
wobei k groB ist und y > z. Da e*(#=%) in der oberen Halbebene nach oben durch 1
beschrankt ist, ist das Integral tiber C, bis auf einen konstanten Faktor durch me be-
schrankt, sodass das Integral im Limes ¢ — 0 gegen 0 konvergiert. Integrale der Art

fCl/E eikl(y_‘”)O(%)d)\ verschwinden fiir y > x und € — 0 . Dies folgt direkt aus dem Lemma
von Jordan. Alternativ geniigt es, den Integrationsweg in zwei Stiicke der Lange 71'\/%,
welche direkt an die reelle Achse ankniipfen, und ein Stiick der Lange W(% — \/g) zu
unterteilen, sodass eine einfache Abschitzung des Integranden zur Aussage fiithrt.3* Aus
diesem Grund verschwinden die Halbkreisintegrale fiir j = 0 und y > 2 im Limes € — 0.
Fiir j = —1 betrachtet man Integrale der Form |, %eikl(y*m)d)\ und y > x. Das Integral
tiber €'/ verschwindet nach obiger Argumentation. Das Gleiche gilt fiir das Integral
J_c. ™= welches nach der Substitution A — —1 in das Integral Jey,. Tethr(y=2)
iibergeht. Deshalb verschwinden fiir j = —1 auch alle hoheren Ordnungen, sodass die
Halbkreisintegrale fiir y > = im Limes € — 0 verschwinden.

Zuletzt wird fo(z, A\n) = ¢ f1(2, M) verwendet, sodass fo(x, A,) in Gleichung (5.12) durch
Cpe" 1503 fi(z, A\,) ersetzt werden kann. Fiir fi(z, \,) setzt man schlieBlich die Fourierdar-
stellung (3.42) ein:

e“fg")y)\%fz(,f;\:\;) — ei?gseik§")y% {eik§n)’”ﬁ + /;Odz eikﬁn)z(ﬁl (z,2) + AW (z, 2)
Insgesamt ergibt sich fiir y > x die Gelfand-Levitan-Marchenko Gleichung, welche wegen
der rechtsseitigen Stetigkeit der Kerne U, und W, in der zweiten Variablen fiir festes z < Y

auch fiir y = x gefolgert werden kann. O

(vgl. [13] S.498-502)

34 Auf den beiden Stiicken der Linge 77\/% schétzt man den Exponentialterm durch 1 ab und wendet
die Standartabschétzung an. Auf dem verbleibenden Stiick schiatzt man den Exponentialterm durch

Qv exp (—%(y - x)) (mit einer Konstanten «g) ab, was jede Potenz von X dominiert.

€
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6. Solitonen

In diesem Kapitel sollen die solitonischen Losungen der Sine-Gordon-Gleichung vorgestellt
werden, fiir die sich aus Satz 5.2 im Spezialfall 7(A) = 0, VA € R ein lineares Gleichungssys-
tem herleiten lasst, welches fiir gegebene diskrete Streudaten zu 16sen ist. Die Bedingung
r = 0 entspricht der physikalischen Interpretation, dass in dem Streuproblem (3.10) kein

Teil der einlaufenden Welle reflektiert wird.>®

6.1. Solitonen und Breather

Die Kerne Fj in Satz 5.2 sind in diesem Spezialfall durch Gleichung (6.1) bestimmt:
Fi(z) = —2mi ) eikgn)gc)\ilmn . (6.1)

Es ist sinnvoll Gleichung (5.5) und (5.6) umzuschreiben

1= (m) ) [ —

*U ’Lk: I-‘ry My, (/D / d Zkl z U )\_1W )

- (7,7) Ze fi + | dee [ Wz, o+ 2)+ A, 1(x,x+z)} ,
1= (n)( oo L) T —

“Wilz,y) = Ze”“l @A m, <f? —I—/ dzetti 2 {Ul(m,ij z) + A;lVVl(a:,:r+z)D ,
m ~ 0

sodass sich die y-Abhéangigkeit der Kerne U, und W, ergibt:

77 —ik" M (g
Ul(xay) - Z k ( +y)m Un, (LU),

n

Wila.y) = 3, ().

Riickeinsetzen, Ausfithren des Integrals und Vergleich der Koeffizienten vor ™Y fithrt zu:

17 _9 *(n)x Zm* _ )\ni
() = fi + ) e ™ o () + Ay wy(@)) = 1w, (x).
p kl - kl m

Es bleiben die Funktionen u,(z) zu bestimmen. Unter Verwendung von A\ w,,(z) = u,(x)

und kY — K% = m(A, — A2)(1 + 1/(A)3)) erhiilt man

n(z) =mP+ e 2 e ey () (6.2)
P An — )‘;

welche in Matrizenschreibweise © = m f 4+ Vu lautet, sodass die n-te Komponente von f

bzw. u aus den Vektoren f{) bzw. u,(x) bestehen. Die Komponenten von V lauten:

V. = —2ik Py P .

357(\) bezeichnet man als den Reflektionskoeffizienten.
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Um die Vektorkomponenten dieses Gleichungssystems zu entkoppeln, konjugiert man
Gleichung (6.2), verwendet © = —u und setzt in diese wiederum Gleichung (6.2) ein.

Daraus ergibt sich das Gleichungssystem
A+ V*Vu=—mf —V*mf, (6.4)

welches fiir gegebene Konstanten m,, und A, zu lésen ist. Mit Gleichung (3.50) und der
Zeitentwicklung in Kapitel 4 ergeben sich die sogenannten Solitonen- und Breatherlosungen
der Sine-Gordon Gleichung.

Solitonen entsprechen rein imaginaren Nullstellen der Jost-Funktion, wobei Breather sich
aus zwei, an der imaginaren Achse gespiegelten, Nullstellen ergeben.

(vgl. [13] S.502-504)

6.2. Multisolitonen

Falls alle Nullstellen von a(A) rein imaginar sind (X, = iuy,), ist V' = V*. Denn aus

—Xi = A, folgt (a(ipn))* = €™2a(ip,) und ¢, = —e2¢,, sodass sich m} = m,*® ergibt.
Also ist
Vip = Vi, = _ M —emuptpy e . He X, X,:= Mp —2m(pptiy )z (6.5)
M, T+ fp Hn =+ pp Hp

Das lineare Gleichungssystem (6.4) lautet in diesem Fall:
1+ VHu=—mf—Vmf.
Indem man (14 V?2) als (1 +ie™2V)(1 — ie'™2V) schreibt, findet man die Losung
uy = ime™2(1 — ie™ V)b, uy = —im(1 + V)b, (6.6)

wobei b der Vektor mit den Komponenten b,, = 1, Vn ist. An dieser Stelle kann das Feld ¢
direkt durch Gleichung (3.50) berechnet werden.

Proposition 6.1. Es gelten die folgenden Gleichungen:

. — _det(1 + e 2V)
im~+ (Wh)i(x,x) = Zmdet(l oY) (6.7)
, o _det(1 —ie'™2V)
mQ —
im+ e (W) (z,x) = Zmdet(l ey (6.8)

36Man beachte die Transformation der Ableitung.
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Beweis. Der Beweis von Gleichung (6.8) erfolgt durch eine &hnliche Rechnung, wie der von

Gleichung (6.7). Deshalb geniigt es auf Gleichung (6.8) einzugehen. Per definitionem ist
(W)i(z,2) =0 X (), = —me™2te(M), M := (1 —ie™ V) e X
gegeben, wobei X der Vektor mit den Komponenten X, aus Gleichung (6.5) ist. Also ist
im + (W) (z, 2) = im(1 + ie™%tr(M)) .

Da M den Rang 1 hat, ist 1+ tr(ie™2M) = det(1 + ie™SM).37 Weiter ist
1L4ie™@M = (1—ie™@V) ™ (1 ie™(V - b2 X)) .
Man verwendet nun (V —b®X) = —uV ™', mit den Komponenten i, = 0ppty:
14+ ie™eM = (1 — ie™ V) (1 + ie™ V)t

Die Determinante dieser Matrix fithrt schlussendlich zu (6.7). O

Gleichung (3.50) fithrt deshalb zu

sige  det’(1—ie™2V)
(& - 2 ) )
det*(1 + et 2V)

(6.9)

woraus sich ¢(z, t) ergibt, indem man die Zeitentwicklung m,, — mp62m(“1’*“; Dt aus Kapitel
4 einsetzt. (vgl. [13] S.504-505)

6.3. Streuung und Asymptotik

Die Einsolitonenlosung léasst sich am einfachsten durch die in Kapitel 2 eingefithrten
Konstanten mg = 4m und [y = —2f ausdriicken. Es ist anzumerken, dass man, da die
Funktion ¢ mod % gesucht ist, die 2 im Expontenten beider Seiten von Gleichung (6.9)

Hkirzen® kann:

4ei7rQ

o1(z,t) = % arctan (ale_m”l(x_vlt)) : (6.10)
Dabei ist v; = 51+z1—17 M= %(m + 1y 1) = ll_vg und a; = ﬁ

1

3"Djes ist klar, denn die Determinante ist das Produkt der Eigenwerte, die Spur ist die Summe Eigenwerte
und eine Matrix ersten Ranges hat nur einen Eigenwert # 0.
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Analog findet man durch Gleichung (6.9) die allgemeine Form der Zweisolitonenlésung:

4e'm< 1€ + age®
p12(,t) = arctan ! (m_uj)Q , 0= —mgy(x —vit). (6.11)
BO 1— Q1a2m691+92

Die iibliche Form der Zweisolitonenlosung, die beispielsweise durch die sogenannte Béack-

lundtransformation aus der Einsolitonenlésung konstuiert werden kann, erhélt man, indem

(r1—p2) (p2—p1)

(p1+p2) (p2+p1) setzt:

man of = o und of = ap

47 1+ o o e — ol ef2
p1o(z,t) = 5 arctan ((Ml ~ )1 le a’la’26921+92 ;o Oi=—mgvyi(z —vit). (6.12)

Alternativ kann die Zweisolitonenlosung (6.12) durch

(2,1) 472 (Ml + N2> sinh (49'1;9’2> , ( s (613
T, t) = arctan — , ; = —moYi(z — vit) +0; (6.
oL Bo H1 — H2 ) cosh (@) o

dargestellt werden, wobei €% := o/ definiert ist.

Die Streuung eines Solitons mit einem Antisoliton ist in Abbildung 1 dargestellt.

Abbildung 1: Zeitlicher Verlauf der Streuung eines Solitons (von links einlaufend)
mit einem Antisoliton (von rechts einlaufend).

1 13 10

Fir die Parameter wurde Sy =1, m = ;mo =1, @ =0, py = %, M2 = 13, M1 = €~

und my = —e!® gewihlt. Wahlt man die Geschwindigkeit v; = 0 und v, positiv, d.h.
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man befindet sich im Ruhesystem des Solitons, so konvergiert die Zweisolitonenlésung
im Grenzwert ¢t — oo wegen der Stetigkeit der Arkustangensfunktion gegen die Einsolito-
nenlosung mit den Parametern Q = 0, p} = g und m} = my. Dies liegt daran, dass das
Antisoliton sich in diesem Fall nach rechts wegbewegt, sodass keine Streuung mit dem
Soliton stattfindet. Nimmt man stattdessen vy negativ an, so ergibt sich nach der Streuung
im Grenzwert t — oo die Einsolitonenlésung mit den Parametern Q@ = 0, p} = py und
m) = %ml, welche um 27 nach oben verschoben ist. Betrachtet man die Parameter
im Schwerpunktsystem, so ergibt sich m/ = v?m,, da in diesem Fall ; = py ' ist. Der
Parameter Q verliert in diesen Grenzwerten seine Bedeutung, da durch das Antisoliton die
Ladung Q = 0 unabhéngig von ¢ vorgegeben ist. Bereits fiir die Einsolitonenlosungen kann
Q auf 0 gesetzt werden, sodass eine Losung entsteht, die nicht den Anfangs angenommen
Randbedingungen entspricht. Tatsachlich ergibt sich auch in diesem Fall aus der Definition
von @, indem man diese Losung einsetzt, dass Q fiir Einsolitonenlésungen +1 oder —1
sein muss.

Aus der Soliton-Antisoliton-Lésung mit den Geschwindigkeiten v; = —wvy, =: v, d.h.

o = puy ', ergibt sich:

4eimC

Bo

(6.14)

¥1,2 (.T, t) =

inh _
arctan < sinh (moyvt + 2-) ) , Ay = axo :

vcosh (moyx + Ay) 2

Im Fall komplexer Parameter 6, = &3 =: § 38 ldsst sich daraus durch die Wahl einer rein

imaginaren Geschwindigkeit v = \/11f7 der stationare Breather mit der Frequenz myw

konstruieren:3?
46172 /1 — )2 ; x
p3(z,t) = = arctan ~ sin (mowt + S(9)) : (6.15)
0 W  cosh (mm/l —w?zr + %(5))

Per Lorentztransformation ergibt sich schliellich der bewegte Breather. (vgl. [18])

7. Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit, die Darstellung der Inversen Streutransformation fiir das Sine-
Gordon-Modell, konnte erreicht werden.

In der Einleitung sind die wichtigsten physikalischen und mathematischen Eigenschaften
der Sine-Gordon Gleichung genannt und auf deren Anwendungsgebiete wurde verwiesen.
Das Prinzip der Inversen Streutransformation ist durch ein kommutatives Diagramm
dargestellt, welches die Analogie zur Fouriertransformation verdeutlicht. Die Hamiltonsche
Interpretation der Inversen Streutransformation ist in wenigen Worten erklért. Aus Zeit-

griinden kann nicht auf die Konstruktion der Wirkungswinkelvariablen eigegangen werden.

38Dies entspricht der Bedingung mo = m}, welche sich aus der Definition der m; ableiten lisst.
Fiir die Zweisolitonenlésung sind die Parameter o}, i = 1,2 dagegen rein reell. (vgl. Kap. 6.2)
39%(-) bezeichnet den Realteil.
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In Kapitel 2 wird die physikalische Form der Sine-Gordon Gleichung eingefiihrt, die
Lagrange- und Hamilton-Dichte, sowie typische Randbedingungen angegeben. Danach
wird auf die Hamiltonsche Struktur eingegangen und Poissonklammern auf dem Raum der
physikalischen Observablen definiert. Durch den Hamiltonian H und die kanonisch konju-
gierten Impulse 7y und ¢ kann die Sine-Gordon Gleichung in kanonischer Form angegeben
werden. In Unterkapitel 2.1 wird eine der grundlegenden allgemeinen Eigenschaften, die
die Sine-Gordon-Gleichung, und einige andere nichtlineare Gleichungen gemeinsam haben,
erklart. Diese verbindet die nichtlinearen Gleichungen mit einem linearen Streuproblem und
einer Zeitentwicklungsgleichung, welche bis auf Eichaquivalenz eindeutig bestimmt sind
und die Anwendbarkeit der Inversen Streutransformation ermdoglichen. Die Sine-Gordon
Gleichung ergibt sich aus der Kompatiblitat beider Gleichungen (,,0,0; = 0,0,“).
In Kapitel 3, 4 und 5 wird die Inverse Streutransformation fiir das Sine-Gordon-Modell in
drei Schritten ausfiihrlich erklart.
Ziel des ersten Schrittes ist die Analyse des direkten Streuproblems mit vorgegebenen
Anfangsdaten. Dafiir nutzt man die Symmetrien des Problems, die Konstanz der Wronski-
determinante und definiert sogenannte ,Jost-Losungen“, deren Asymptotik (z — +00)
eine beziiglich des Spektralparameters A analytische Fortsetzung in die obere komplexe
Halbebene zulédsst. Die aus den Symmetrien des Streuproblems erhaltenen Losungen lassen
sich durch Vergleich der Asymptotik und unter Verwendung der Eindeutigkeit der Losung
mit den Jost-Losungen in Beziehung setzen. Aus den Wronskideterminanten und den Sym-
metriebeziehungen kénnen schlussendlich die Streudaten (a(A), b(A); Ap,cn,n=1,...,N)
definiert werden. Durch geeignete Eichtransformationen lésst sich die Asymptotik der Jost-
Losungen beziiglich des Spektralparameters A bestimmen, sodass mithilfe des Satzes von
Paley-Wiener die Fourierdarstellung der Jost-Losungen gefunden werden kann. Unter der
Annahme, dass die Fourierkerne in der zweiten Variablen diffenzierbar sind und durch die
Anwendung des Riemann-Lebesgue Lemmas, erhélt man aus dem direkten Streuproblem
zwei lineare partielle Differentialgleichungen, sowie Randbedingungen, welche von den
Fourierkernen erfiillt werden. Aus den Randbedingunen lasst sich das Feld ¢, die Losung
der Sine-Gordon Gleichung, rekonstruieren.
Ziel des zweiten Schrittes ist die Bestimmung der Zeitentwicklung der Streudaten. Diese
lasst sich direkt aus der Zeitentwicklungsgleichung herleiten und besteht in dem Losen
linearer gewohnlicher Differentialgleichungen, welche man direkt integrieren kann.
Der letzte Schritt besteht darin, aus einer der Symmetriebeziehungen und den Analy-
tizitdtseigenschaften der Jost-Losungen durch eine Integraltransformation die Gelfand-
Levitan-Marchenko-Gleichung, eine lineare Integralgleichung, herzuleiten. Diese bestimmt
die Fourierkerne in ihrem Definitionsbereich eindeutig und setzt sie mit den Streudaten in
Beziehung.
In Kapitel 6 werden schliellich die Solitonenlosungen der Sine-Gordon-Gleichung bespro-
b*(A)

chen. Diese ergeben sich im Spezialfall —a0) = r(A) =0, YA € R, dem ,reflektionslosen

Fall. In diesem Fall reduziert sich die Gelfand-Levitan-Marchenko-Gleichung auf das Losen
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eines linearen Gleichungssystems, woraus beliebige Kombinationen aus Solitonen- und

Breatherlosungen konstruiert werden konnen.
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A. Anhang

Der Python Code, mit dem die Einsolitonenlésungen, Zweisolitonenlosungen und

Abbildung 1 generiert wurden, ist im Folgenden dargestellt:

Multisolitonen

September 12, 2016

In [1]: %matplotlib gt4
import numpy as np
from matplotlib import pyplot as plt
from matplotlib import animation

import sympy as sp
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

In [2]: beta= -1/2 # Kopplungskonstante beta
0 =0 # Ladung O
m= 1 # Parameter m

# um eine stetige L6sung zu erhalten (def von arctan)

# hilft die Transformation mu ——> —-mu.

mu_1 = 75/70 # Geschwindigkeit v_1 =
#(mu_I1-mu_1*+(-1))/(mu_Il+mu_I1+x(-1))

mu_2 = 65/70 # Geschwindigkeit v_1 =
#(mu_l-mu_l*+(-1))/(mu_Il+mu_I1+x(-1))

m_1 = np.exp(-10) # + flUr Kink, - filir Antikink

m_2 = —np.exp(10) # + flr Kink, - fiir Antikink

def exptheta(x,t,mu_i,m_1i) :
return m_1i/ (2+mu_1i) *np.exp (—2+m+* ( (mu_i+mu_ix* (=1)) *x
—(mu_i-mu_d#*(=1))*t))

def Soliton(x,t,mu_i,m_1i):
return -2+sp.exp(sp.Ilxsp.pi*Q)/betaxnp.arctan (
exptheta(x,t,mu_i,m 1))

def ZweiSol(x,t):
return -2xsp.exp(sp.Ilxsp.pi*Q)/betaxnp.arctan (
(exptheta (x,t,mu_1,m_1)+exptheta(x,t,mu_2,m_2))
/( (1= (mu_l-mu_2)**2/ ((mu_l+mu_2) x*2) *
exptheta(x,t,mu_1,m_1) rexptheta(x,t,mu_2,m_2))))

In [3]: fig = plt.figure()
axis = plt.axis([-20, 20, -10, 101])



X = np.arange (-20, 20, 0.05)

def init () :
return plt.plot ()

def func_zwei (t):
return plt.plot (x, ZweiSol(x,t), 'k', 1lw = 1.5)

def func_ein_1(t):
return plt.plot(x, Soliton(x,t,mu_1,m_1), 'k', 1w = 1.

def func_ein_2(t):
return plt.plot(x, Soliton(x,t,mu_2,m_2), 'k', 1w = 1.

# func_ein_1 oder func_ein_ 2 filir die Einsolitonenldsung
# 1 bzw. 2, func_zweil fiir Zweisolitonenldsung, welche
# sich aus den beiden Einsolitonenlésungen ergibt.

anim = animation.FuncAnimation(fig, func_zwei,
frames=200, init_func=init,
interval=20, blit=True)

plt.show ()

[4]: fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot (111, projection='3d")

X = np.arange (-3, 2, 0.1)
y = np.arange (25, 45, 0.02)

Xv, yv = np.meshgrid(x,y)

z = ZweilSol (xv,yv)

ax.set_xlabel
ax.set_ylabel

x', fontsize=18)

't', fontsize=18)
ax.set_zticks([-2*np.pi, np.pi,0, np.pi, 2+np.pil)
ax.set_zlim([-8,8])

ax.set_zticklabels ([r'$-2\piS$', r'S-\pis', '0',
r'S\pis', r'sS2\pis'l])

(
(

ax.plot_wireframe (xv, yv, z, rstride=10,
cstride= False, color='k')

plt.show ()
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